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Préface à la seconde édition de ma thèse.
J’ai récupéré les fichiers TEXd’origine (sauf l’erratum que j’ai dû récrire) et je n’ai

corrigé que les fautes explicites (de français ou de mathématiques), en coloriant en rouge
les passages modifiés ; toutefois, les signes de ponctuation supprimés n’apparaissent pas,
afin de garder une lecture fluide. Par ailleurs, il n’y a presque jamais de ponctuation
dans les formules mathématiques, ce que j’ai laissé en l’état. J’ai actualisé les références,
qui ne pouvait être complètes à l’époque, vu que certains articles n’étaient même pas
encore soumis, et je les ai corrigées éventuellement. De plus, j’ai mis des liens vers les
articles partout où je l’ai pu.

J’ai laissé toutes les maladresses et lourdeurs, de syntaxe comme de raisonnement,
y compris certaines confusions entre les valeurs 1 et ´1 des énergies du modèle de
Holstein-Peierls, qui me semblent surmontables. Je savais qu’il y avait une erreur nu-
mérique dans le calcul présenté dans l’erratum car Serge Aubry s’est rendu compte que
la valeur du couplage était trop grande. J’ai, je l’espère, corrigé les erreurs et remplacé
la figure correspondante. Du coup, le couplage obtenu est décevant mais il s’agit juste
de trouver une borne, pas une valeur optimisée.

Seule deux courbes diffèrent de celles de la première édition : la figure 22, que je
viens de mentionner, où on observait, dans la version originale, une chute de ℓ quand
τ Ñ 0 ; la nouvelle figure présente une discontinuité, qui n’est pas un artefact mais est
due à la partie entière dans la formule de majoration correspondante ; et la figure 6, qui
représente les états fondamentaux pour le remplissage 3

5
; il existe plusieurs façons de

présenter les états fondamentaux et j’ai repris celle du manuscrit original. Toutefois, un
artefact y est visible : j’ai analysé ce diagramme en terme des longueurs entre particules
et, alors que les solutions sont sensées, pour ce remplissage, être gouvernées par une
succession de trois longueurs (une courte, une moyenne et une longue), on y trouvait
une quatrième longueur courte, inférieure aux autres.

D’autres courbes ont été refaites par les moyens modernes dont je ne disposais pas
à l’époque mais je me suis efforcé d’en préserver l’allure et l’esprit systématiquement.
Les courbes que je n’ai pas refaites ont été scannées d’après un manuscrit de ma thèse
ou de revue ou d’après les articles en ligne car je ne posséde pas les originaux.

Je n’ai pas suivi la pagination de l’édition d’origine, ni la numérotation, que j’ai
révisée à plusieurs niveaux. J’ai supprimé à une occasion un mot de liaison pour per-
mettre une meilleure compilation du LATEXet j’ai fait attention à ce que la pagination
soit optimisée pour la lecture du document.

Paris, le 18 janvier 2023.
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Machines, robots, bombes,

C’est la vie d’aujourd’hui, et il faut faire avec.

Et si le monde court à sa fin

C’est que nous n’aurons pas assez lutté,

Nous, les Hommes de la Terre.

Machines, robots, bombes,

Les gens sont devenus des individus, ils croient se passer les uns des autres ;

Et ils se trompent.

Sans doute, nous en sommes les complices,

Nous, les Hommes de Science.

Confort, Robots, bombes.

Et si le monde étouffe, sous le manteau lourd et froid

De la technique,

C’est que nous n’aurons pas assez agi,

Nous, les Hommes de la Terre.

Confort, robots, guerre.

Nous devons parler, lever la voix,

car nous connaissons les clefs, nous savons qu’on ne sait rien,

Ou si peu ;

Nous, Les Hommes de Science.

Paix et Guerre.

Pour vivre mieux et batir

Un monde plus juste, un monde moins froid,

Nous devons nous entendre, nous devons nous connaître,

Nous, les Hommes de la Terre, et nous, les Hommes de Science.
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Préambule : notations

Dans le texte, on adoptera les notations suivantes, que je rappellerai dans la mesure du possible.
On notera H les hamiltoniens classiques, et H les hamiltoniens quantiques ainsi que E les

énergies classiques, et E les énergies quantiques, correspondantes.
De même, ψ représentera les fonctions d’ondes quantiques, et φ les fonctions d’ondes classiques,

qui évolueront dans des espaces de Hilbert de dimension finie ou infinie.
Et pUnqrn P Zs ou pVnqrn P Zs désigneront plus généralement les variables classiques scalaires,

définies dans un espace de Banach approprié. On notera parfois les états quantiques par des ket
xk| ou même extensivement xψ|, avec xψ|ny “ ψpnq, et encore xψ|H |ψ1y quand on applique un
opérateur H entre deux états quantiques.

D représentera systématiquement la matrice dynamique classique, de terme général B2rHs
BU\BU .

ξ représente la longueur de cohérence, et C la matrice des corrélations.
F représentera systématiquement l’opérateur agissant sur les variables Un pour lequel on cher-

chera à appliquer le théorème du point fixe et A l’espace fermé sur lequel cet opérateur s’applique.
ϕ et α désignent la phase qui permet de décrire les systèmes incommensurables.
ζ représentera systématiquement le rapport de commensurabilité des systèmes étudiés.
g et ℓ seront les paramètres de couplages des intéractions en compétition.
a représentera systématiquement la période du potentiel et l la longueur à vide des ressorts,

pour le modèle de Frenkel & Kontorowa.
Pour les systèmes commensurables finis, R désignera le nombre de périodes du potentiel pour

le modèle de Frenkel & Kontorowa, ou le nombre d’électrons pour le modèle de Holstein-Peierls,
tandis que S désignera le nombre d’atomes. Par contre, r

s
représentera la fraction irréductible,

exprimant le rapport commensurable ζ “ R
S
.

On notera enfin G1 et G2 les deux groupes de symétries que vérifie le hamiltonien discret de
Frenkel & Kontorowa.

Le signe δ désignera alternativement la fonction de Dirac ou le symbole de Chrönecker. De
façon plus générale, on utilisera le symbole δ pour noter la variation infinitésimale d’une quantité,
et ∆ pour toute variation réelle.

On écrira les dérivées partielles par B
Bx , ou accessoirement, par un indice x, y ou t pour alléger

les formules. B2 désigne l’opérateur de d’Alemberg (B2
t ´ B2

x à une dimension).
xfy désignera la moyenne d’une fonction (ou d’une variable) sans préciser de quelle manière.
OpfpNqq est la fonction O de Landau, ce qui signifie que OpfpNqq est une fonction équivalente

à fpNq quand N Ñ 8.
r s` est la fonction partie entière, et de façon plus générale, f` (resp. f´) désignera la détermi-

nation continue à droite (resp. à gauche) d’une fonction f . Par exemple, r s´, que l’on rencontrera
parfois dans le texte, est la fonction qui vaut rxs` ` 1 pour tout x P RzN, et qui vaut n pour tout
n P N.
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χra,bs est la fonction caractéristique de l’intervalle ra, bs.
On notera fpx`q“limr yÑx

yąxsfpyq et fpx´q“limr yÑx

yăxsfpyq pour toute fonction réglée.
˙ est l’opérateur de convolution des fonctions : on a

f ˙ g pxq “
ż
fptqgpx´ tqdt

ℜ signifie partie réelle.
Par ailleurs, j’adopterai la convention suivante : les signes

ř
,
ş
, inf, sup ou lim

s’appliqueront toujours implicitement à tous les termes indicés qui les suivent, jusqu’au
premier terme non indicé. Cependant, j’omettrai parfois l’indice dans les cas de formules
simples.
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A Introduction

1 Présentation

La compétition entre deux phénomènes incompatibles, par exemple deux interac-
tions ayant des longueurs caractéristiques de rapport irrationnel, engendre des struc-
tures originales, appelées “phases incommensurables”. Ces systèmes ont des propriétés
intermédiaires entre les réseaux cristallins et le vrai chaos. Leur étude est capitale.
Leurs états fondamentaux présentent donc une frustration vis-à-vis de chaque interac-
tion de base. Ils présentent souvent (cela est démontré à une dimension) des structures
quasi-périodiques.

Les systèmes qui engendrent des phases incommensurables ont permis de com-
prendre les ondes de densité de charge, qui sont liées à l’anomalie de Kohn(1), que
l’on observe dans le spectre de phonons. Certains composés présentent un mode mou
dans le spectre de phonon autour d’une valeur incommensurable de la quantité de
mouvement. Fröhlich(2) s’est également intéressé aux phases incommensurables : vers
1955, il a développé un nouveau modèle de supraconductivité unidimensionnel à partir
de telles structures. Même si ces idées restent incertaines, elles ouvraient un nouveau
champ d’investigation.

Pour comprendre ces structures, on étudie des modèles simples, qui engendrent bien
des systèmes incommensurables, en essayant de dégager les propriétés essentielles.

On se placera généralement dans des espaces discrétisés, et on introduira un para-
mètre de couplage ℓ entre les interactions de base. Nous verrons de façon plus précise
comment on construit ces modèles, génériquement, mais on peut, dès à présent, dégager
deux idées majeures :

-D’une part, la discrétisation de réseau est fondamentale, et les modèles continus
ne prédisent qu’une partie des résultats.

-D’autre part, dans ces modèles, le paramètre de couplage joue un rôle essentiel :
on distingue en effet, à température nulle, deux régions très distinctes :

* Une région à grand couplage : le système a une structure quasi-périodique, très
proche de la structure périodique non perturbée.

** Une région à petit couplage : le fondamental est toujours décrit par des fonctions
quasi-périodiques, mais il apparaît alors une large classe d’états métastables et d’états
stationnaires, que l’on peut décrire par une distribution aléatoire de défauts. On observe
aussi un “gap” dans le spectre de phonon.

*** Entre ces deux régions, on a observé numériquement une transition, dite, tran-
sition par brisure d’analycité, y compris à une dimension d’espace (le système est à
température nulle).
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a Étude à petit couplage

L’objectif principal du travail présent est l’étude des régimes à petit couplage. Elle
se présente sous deux axes. D’une part, une analyse approfondie des états fondamen-
taux, dont on extrait les excitations élémentaires, et d’autre part, une méthode par
perturbation des états à couplage nul, qui sont exactement solubles.

Dans la première approche, on a voulu éclaircir les concepts de bases, comme la
“phase”, en les définissant pour les états commensurables, et en construisant méthodi-
quement les états incommensurables et leurs propriétés à partir des systèmes commen-
surables. On montre par ailleurs la nature de la transition par brisure d’analycité : il
s’agit du passage d’une symétrie continue à la symétrie discrète correspondante.

Dans la seconde approche, on généralise les résultats connus pour une perturbation
infinitésimale à une vraie perturbation finie, en prolongeant analytiquement les états
fondamentaux à couplage nul dans l’espace de tous les états métastables pour un petit
couplage. Pour cela, on a développé une méthode mathématique plus spécifique, fondée
sur le théorème du point fixe, et analogue aux travaux déjà existants sur les régimes à
grand couplage.

De nombreux détails de calculs sont reportés en annexe, par exemple, l’étude des
bosons de Goldstone ou la démonstration de l’analycité des variables décrivant les
discommensurations, à petit couplage, qui remplace l’analycité des variables de position
à grand couplage. Une petite partie finale est d’ailleurs consacrée à la dualité entre les
deux régimes.

Je vais maintenant aborder les différents phénomènes physiques qui concernent
les phases incommensurables, en commençant d’abord par décrire le mécanisme de
distorsion de Peierls(3), puis en rappelant notamment le phénomène d’ancrage des
ondes de densité de charge, dont l’origine est encore incomprise, et dont un mécanisme
possible est présenté ici.

Puis, j’introduirai les modèles étudiés, de façon aussi complète que possible.

2 Résultats expérimentaux

a Phénomène de distorsion de Peierls

Peierls a prédit, à une dimension, une instabilité des états libres électroniques(3).
L’ouverture d’un “gap” dans le spectre des électrons est, notamment, due à la singularité
de la susceptibilité électronique à basse dimension (figure 1). Regardons comment se
produit la distorsion sur un cas simple.

α Calcul dans un potentiel dimérisé

Considérons des électrons dans un réseau d’atomes. En première approximation,
les électrons sont libres. Mais, la dégénerescence entre les niveaux p´k,`kq peut être
levée au niveau de Fermi (´kf , `kf) : le système gagne de l’énergie électronique en
favorisant l’apparition d’une modulation de période π

kf
. Si ∆ est un petit paramètre

de couplage entre les états |´kfy et |kfy, on a typiquement l’hamiltonien suivant, pour
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Figure 1 – Schéma de la distorsion de Peierls, à une dimension. Il y a ouverture d’un
“gap” ∆, quand on lève la dégénérescence entre les états ´kf , `kf (d’après(4)).

les électrons :

H projeté dans l’espace | ´ kfy ‘ |kfy “
ˆ
ǫf ∆

∆ ǫf

˙

L’état | ´kfy ´ |kfy a une énergie électronique ǫ´ ∆ et 2∆ représente également le
“gap” dans le spectre d’énergie électronique. Il y a un phénomène de compétition entre
l’énergie électronique et l’énergie élastique. La distorsion du réseau apparaîtra lorsque
le gain en énergie électronique, ∆, dépasse la perte en énergie élastique. On peut, par
exemple, citer un calcul, dans un potentiel dimérisé, afin de mesurer quantitativement
l’importance respective de ces énergies. On considère une onde électronique régie par
l’hamiltonien H :

H |n,m “ ´ℓδn,m`1 ´ ℓδn`1,m ` ∆nδn,m

avec ∆n “ ∆˚ ` p´1qn∆

Les énergies des électrons sont

Epqq “ ∆˚ ˘
a

4ℓ2 cos2pqq ` ∆2

et l’énergie électronique totale du fondamental sera donc :

Eélec “ 2

π

ż π{2

0

∆1 ´
a

4ℓ2 cos2pqq ` ∆2dq

qui se développe comme

“ ∆1 ´ 4ℓ ` 1

4πℓ
∆2 ln2p∆q

tandis que l’énergie élastique s’écrit

Eélas “ 1

2

K 1

g12 ∆12 ` 1

2

K

g2
∆2

où g (resp. g1) est la constante de couplage électron-phonon, etK (resp.K 1) la constante
élastique de déformation du vecteur d’onde k “ 0 (resp. k “ π).

Finalement, lorsque l’on minimise la somme des énergies, Eélec ` Eélas, on trouve
une valeur non nulle de ∆, ce qui traduit l’apparition d’une modulation de longueur
d’onde π

kf
.
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β Onde de densité de charge

Le réseau atomique et la densité électronique sont tous deux modulés de façon
cohérente, cette modulation est appelée onde de densité de charge. La modulation du
réseau, de longueur d’onde π

kf
, peut être statique ou se déplacer sous l’influence d’un

champ électrique (cf les problèmes de dégénérescence et d’accrochage au réseau plus
loin).

b Supraconductivité

Comme les longueurs en compétition sont de rapport irrationnel, le système est
généralement invariant par translation d’une combinaison quelconque de ces longueurs,
et par densité, par une translation quelconque suivant un axe (ou un plan) privilégié
(voir l’étude des états fondamentaux). Ainsi, Fröhlich a imaginé que les ondes de densité
de charge pourraient glisser sans frottement, et il a conjecturé(2) l’existence d’un état
supraconducteur, dans ces systèmes.

Par ailleurs, Kohn(1) a prédit, pour l’ensemble des cristaux, un ramollissement au-
tour de la valeur 2kf dans le spectre de phonon. Le phénomène, bien que non contesté
dans son principe, n’a jamais été observé, sauf dans les matériaux onde-de-densité-de-
charge.

c Théorie des phasons et des amplitons

Overhauser(5) a unifié ces théories par une approche empirique simple. Lorsque
l’on fait décroître la température d’un échantillon, on observe un ramollissement des
phonons autour de la valeur 2kf , c’est-à-dire une diminution du “gap” (la plus petite
fréquence non nulle) dans le spectre de dispersion, jusqu’à une température de tran-
sition Tc, où le “gap” disparaît, ce qui correspond à l’apparition d’une distorsion du
réseau. En dessous de la température Tc, la dégénérescence (`kf , ´kf) est levée, et
on décompose les phonons selon deux modes, un phason, de “gap” nul à Tc, et un am-
pliton, de “gap” non nul. On peut faire les calculs par une approximation de champ
moyen(5), où les variables extra-dimensionnelles sont prises en compte dans un champ
moyen, et on prédit alors une transition à une dimension (figure 2). Le rapport ∆

kTp

duquel on s’approche ainsi est généralement très éloigné des mesures expérimentales.
On peut également déterminer l’allure grossière d’une courbe, en tenant compte ex-
plicitement des couplages extra-dimensionnels(6) (quasi uni-dimensionnels). On trouve
alors un assez bon accord avec l’expérience, surtout quand on prend en compte les
effets d’impuretés (figures 2 et 3), mais il apparaît en réalité un pic central, qui n’est
encore pas bien compris(7) (figure 3).
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Figure 2 – Courbes(6) simulées des phonons en fonction de la température. Le phonon
de fréquence ωo se ramollit(1) quand la température décroit, puis se divise, en dessous
de la transition, en un ampliton de fréquence ωα et un phason de fréquence ωϕ. La
courbe de gauche est obtenue par un calcul de champ moyen(5) et celle de droite est
tracée d’après des calculs en quasi-une-dimension

d Transports non linéaires dans les matériaux ondes-de-densité-
de-charge

Les ondes de densité de charge ont été observées dans de nombreux matériaux(8).
On les détecte entre autres dans des matériaux d’origine organique, comme TTF ´
TCNQ, pTMTSF q2X, KCP qui sont uni-dimensionnels(9), ou minérale, comme les
trichalcogénures, les tétrachalcogénures halogénés, qui sont uni-dimensionnels, ou les
bronzes qui sont bi-dimensionnels, sauf le bronze bleu de Molybdène Ko0,3MoO3 qui
est uni-dimensionnel(10).

Quand on applique un champ électrique, on détecte plus particulièrement une
conductivité non-linéaire. Les premières mesures de conductivité remontent à Mon-
ceau(11), sur des échantillons de NbSe3. Ce sont les seuls chalcogénures à rester métal-
liques à très basse température. Depuis, on a mesuré des conductivités extrèmement
élevées dans ces composés (ils sont supraconducteur sous pression(12)). Rappelons par
ailleurs qu’un bon tiers des bronzes sont supraconducteurs à de très basses tempéra-
tures. On mesure un champ seuil dans ces divers matériaux, à partir duquel le système
a une réponse non linéaire (figure 4) : on observe un comportement assez proche des
verres de spin, avec de forts hystérésis, et une mauvaise reproductibilité des courbes(8).

e Accrochage au réseau

En l’absence de champ, les ondes de densité de charge sont fixés au réseau ; quand on
augmente le champ électrique, on passe par une transition, et les ondes peuvent glisser
le long de certaines directions privilégiées. On peut souvent attribuer sans ambiguïté
la conductivité non-linéaire au désaccrochage et au glissement des ondes de densité de
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Figure 3 – Intensités de la diffusion neutronique autour de q “ p0, 0, 2kfq, dans KCP (à
gauche(6)). La courbe de droite correspond exactement à celle de droite dans la figure
précédente. On y voit un mode dit sur-amorti (dont la fréquence s’annulle), c’est le
phason. On voit également un autre phason amorti, qui n’atteint pas la fréquence nulle,
qui est déduit d’une correction par des impuretés. Et, on distingue aussi l’ampliton, qui
est à peine amorti. Par contre, sur la courbe expérimentale, à gauche, on voit apparaître
un pic central, qui n’est pas reproduit par la courbe théorique (à droite(6)).

charge(11).
Aussi se demande-t-on pourquoi le système est accroché en l’absence de champ.

Trois mécanismes sont proposés :
* L’accrochage commensurable : quand le système est commensurable, c’est-à-dire

que les longueurs en compétition sont rationnelles, on retrouve un vrai cristal, et les
ondes de densité de charge sont fixes ; en particulier, lorsque la concentration d’élec-
trons libres, qui joue le rôle du rapport de commensurabilité, comme on le verra pour
le modèle de Holstein-Peierls, est rationnelle. Ce phénomène est facile à mettre en évi-
dence expérimentalement(8) (on le retrouvera dans l’étude des états fondamentaux), et
bien qu’on l’observe parfois, il n’explique pas toujours l’accrochage des ondes de densité
de charge.

** Les modèles d’impureté : les expérimentateurs expliquent donc souvent cet accro-
chage par la présence d’impuretés dans la matrice atomique. Les impuretés permettent
notamment de comprendre la stabilité de ces ondes de densité de charge. Si les impure-
tés sont magnétiques, elles seront peu denses et fortement couplées au réseau. Si elles ne
sont pas magnétiques, elles seront plus denses, mais intéragiront plus faiblement avec
le réseau. Il existe des preuves expérimentales de la présence d’impuretés magnétiques
dans les structures de Molybdène. Certains modèles d’impuretés magnétiques ont été
introduits (voir par exemple Lee et Rice(13)) ; mais ils n’expliquent qu’une partie des
résultats : dans les trichalcogénures, les expérimentateurs ne savent pas déterminer
avec certitude la concentration d’impuretés : la grande sensibilité à une modification
de la densité électronique (insertion de donneurs ou d’accepteurs supplémentaires) in-
dique une concentration élevée d’impuretés, tandis que la très faible sensibilité à des
substitutions des alcalins indiquerait plutôt une petite concentration d’impuretés(8).

*** L’accrochage par brisure d’analycité : Serge Aubry(14) a, par contre, démontré
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Figure 4 – Champ seuil en fonction de la température(8). On distingue assez bien une
température critique.

l’existence d’un accrochage intrinsèque des systèmes incommensurables, qui ne tient
pas compte des impuretés, et ce travail présente justement l’étude théorique de tels
régimes accrochés à un niveau très fondamental, et en particulier, leurs justifications
rigoureuses.

f Théories de défauts

Dans les composés bi-dimensionnels, les échantillons présentent des domaines avec
des parois assez analogues aux domaines de Bloch, que l’on interprète comme des
défauts de phases, ou discommensurations, des ondes de densité de charge. Dans le
modèle d’accrochage intrinsèque proposé par Serge Aubry, on explique toute la dyna-
mique comme une dynamique des discommensurations, et non des ondes de densité de
charge elles-mêmes(15). On peut notamment citer les travaux de Dumas et Feinberg(16),
qui montrent que seules les discommensurations participent à la mobilité dans leurs
composés. Certains modèles d’impuretés dynamiques ont été également proposés(13),
et on ne sait pas trancher, actuellement, entre les différents modèles.

Pour conclure ce chapitre, rappelons la très grande complexité de ces systèmes, qui
fait qu’aucune théorie ne couvre convenablement l’ensemble des résultats et également
la très grande difficulté à interpréter les mesures, souvent fort délicates -par exemple, on
doute parfois même du caractère uni-dimensionnel des matériaux (transitions une-trois
dimensions ?)-.
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Figure 5 – Représentation d’une chaîne d’atomes de Frenkel & Kontorowa par des
ressorts et des puits.

3 Modèles de phase incommensurable

Etudions maintenant les modèles incommensurables, sur lesquels sont basés tous
les résultats du texte.

a Le modèle de Frenkel & Kontorowa

On place une chaîne infinie d’atomes classiques à une dimension repérés par Un,
dans un potentiel périodique. On se place dans un espace de Banach associé aux Un et
on considère l’hamiltonien :

H “
ÿ

n

LpUn, Un`1q

avec LpUn, Un`1q “ ℓW pUn`1 ´Unq ` gV pUnq, où W est convexe et représente l’énergie
élastique et V représente le potentiel périodique.

Pour le modèle de Frenkel & Kontorowa original, on prend

W “ 1

2
px´ lq2

V “ 1 ´ cosp2π

a
xq

où a sera la période du potentiel.
On obtient une compétition entre la longueur l caractéristique de l’énergie élastique

et la période a liée au potentiel. Le rapport d’incommensurabilité est l
a
.

On adopte l’image, quelque peu érronée mais très intuitive, d’atomes reliés par des
ressorts, ce qu’exprime le terme de potentiel élastique, “tombant” dans des puits, qui
correspondent au potentiel périodique de période a. Les atomes auront tous une même
masse gravitationnelle arbitraire (figure 5). L’image donnée par les auteurs originale-
ment est plus correcte, mais moins facile à interpréter(17).

La somme infinie nécessite quelques précautions. On doit choisir des conditions aux
bords précises. En particulier, pour un système fini n P ´S

2
, . . . , S

2
où S représente donc

le nombre d’atomes, les termes en l donne une contribution ´lpU´S{2 ´US{2q ` l2

2
S qui

est indéterminée. Pour fixer sans ambiguïté la façon dont on calcule ces termes, il suffira
de fixer une densité globale d’atomes η

pU´S{2 ´ US{2q „ Sη
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Par exemple, pour W “ 1
2
px ´ lq2, et g “ 0, le fondamental est évidemment donné

par : Un “ αn` β, donc on prendra ici α “ η. On a alors une densité d’énergie :

Lo

S
“ l2

2
` η2

2
´ lη

et donc,
dLo

Sdl
“ l ´ η

l’énergie est minimale pour η “ l. l a bien servi à imposer la densité d’état.
Si l’on impose la densité, les termes en l deviennent inutiles. Pour un système fini,

soit R le nombre de périodes du potentiel, (si c’est un potentiel simple, avec un seul
puits par période, R est le nombre de puits), on a :

L “ longueur de la chaîne “ Sl “ Ra

donc, soit ζ le rapport d’incommensurabilité du système du sytème infini,

ζ “ l

a
“ lim

SÑ8

R

S
(1)

ζ est aussi la densité d’atomes par puits et on trouve encore η “ l, soit

lim
nÑ´8
mÑ`8

Un ´ Um

n ´ m
“ l

et on en déduit que |Un ´ nl| est borné, pour toute configuration.
Enfin, remarquons que l’on peut toujours redéfinir l’énergie de façon à éliminer un

des termes de couplage. On passe de l’un à l’autre par la relation simple t˚ “ 1{g.
On appellera ℓ le couplage et on exprimera l’ensemble des équations en fonction de ce
couplage. Cependant, dans la partie sur le développement à grand couplage, j’utiliserai
le paramètre g par commodité, car les solutions sont continues par rapport à g.

b Le modèle de Holstein-Peierls

Dans l’exemple précédent, on crée explicitement une compétition entre deux lon-
gueurs. Cependant, le phénomène peut être intrinsèque, comme on le voit pour le
phénomène de distorsion de Peierls : le modèle de Holstein-Peierls est basé sur cette
modulation spontanée qui peut apparaître dans certains régimes.

α Modèle quantique

On considère l’hamiltonien suivant :

H “ H el ` H ph ` H el´ph

où H el est un hamiltonien d’électrons libres, plus un terme d’interaction à courte
distance :

H el “ ´E fermi

ÿ

i,σ

c`
i,σci,σ ´ ℓ

ÿ

xi,jy,σ
c`
i,σcj,σ

9



les c et c` étant les opérateurs d’annihilation et de création des électrons, et H ph un
hamiltonien de phonons à une fréquence déterminée wo :

H ph “ ~wo

ÿ

i

a`
i ai ` 1

2

les a et a` étant les opérateurs d’annihilation et de création des phonons et enfin H el´ph

est un hamiltonien d’interaction électron-phonon avec un paramètre de couplage g :

H el´ph “ g
ÿ

i

pa`
i ` aiq

ÿ

σ

c`
i,σci,σ

Le rapport γ “ ~wo

ℓ
mesure les effets quantiques des atomes. On pourra faire différents

types d’étude ; par exemple, faire un développement en γ, ou d’autres. Les paramètres
ℓ et g sont liés entre eux par un changement de variable g˚ “ 1{ℓ2. On impose enfin la
concentration électronique totale ρ, qui constitue, après γ et ℓ le troisième et dernier
paramètre libre du système.

β Modèle semi-quantique

Quand on prend la limite adiabatique, γ Ñ 0, les phonons deviennent classiques,
et on obtient un modèle semi-quantique avec une énergie :

E “
ÿ

n

1

2
U2
n `

ÿ

µ occupé

E
µ
elec

où les Un sont les variables des phonons (atomes) et les Eµ les énergies des états
électroniques dont les fonctions d’onde ψ évoluent dans un espace de Hilbert (fonctions
sommables) et sont régies par l’hamiltonien H :

xn|H |ψy “ ´tψn`1 ´ tψn´1 ` Unψn

Les équations de Schrödinger s’écrivent :

´ℓψµ
n`1 ´ ℓψ

µ
n´1 ` gUnψ

µ
n “ Eµψµ

n

γ Dérivation des équations de stationnarité

On travaillera désormais toujours avec le modèle semi-quantique, et je vais résoudre
les équations de stationnarité afin de mieux le comprendre.

H étant minimisé suivant les Un, les états électroniques occupés seront les états
propres du hamiltonien avec ces valeurs des Un. Inversement, on écrit que E est extre-
male par rapport aux Un, soit :

Un “ ´
ÿ

µ occ

BEµ

BUn

Or, en multipliant l’équation au valeur propre par ψ̄µ
n et en sommant sur n, on trouve 1 :

Eµ “
ÿ

nPZ
´2ℓℜpψ̄µ

n`1ψ
µ
nq ` gUn|ψµ

n|2

1. ℜ signifie partie réelle.

10



donc
BEµ

BUn

“ ℜp
ÿ

mPZ

Bψ̄µ
m

BUn

p´2ℓψ
µ
m`1 ´ 2ℓψ

µ
m´1 ` 2gUmψ

µ
mqq ` g|ψµ

n|2

On reconnaît l’équation de stationnarité dans le premier signe somme. On obtient :

BEµ

BUn

“ ℜ

´ ÿ

mPZ
2Eµ Bψ̄µ

m

BUn

ψµ
m

¯
` g|ψµ

n|2

“ EµB|ψµ|2
BUn

` g|ψµ
n|2

et comme les fonctions d’ondes sont normalisées

“ g|ψµ
n|2

On aurait bien sûr trouvé ce résultat par un développement en perturbation.
Donc on a :

Un “ ´g
ÿ

µ occ

|ψµ
n|2

“ ´gρn (2)

où ρn est la densité électronique au site n :

ρn ď 1

On peut maintenant préciser l’espace dans lequel évolue la variable Un : il s’agit d’un
espace de Banach IZ, où I est un intervalle fermé.

Le rapport ζ sera défini comme la concentration électronique ρ,

ζ “ ρ “ R

S

où R est le nombre d’électrons et S le nombre d’atomes.
Comme g et 1{ℓ2 jouent le même rôle, on ne gardera qu’un seul paramètre : ℓ, qu’on

appellera le couplage (bien que le couplage électron-phonon qui est utilisé souvent
corresponde à g). On obtient maintenant un modèle avec deux paramètres, ζ et ℓ.
Cependant, j’utiliserai le paramètre g par commodité pour les développements à grand
couplage.

L’équation de stationnarité, écrite avec le couplage ℓ,

Un “ ´
ÿ

µ occ

|ψn|2

xUny “ ´c (3)

donc

ř
n Un

S
“ ´c

est beaucoup plus facile à manier, car indépendante du paramètre : en effet les Un ne
varient pas (au premier ordre) extensivement avec le couplage ℓ, et on pourra donc les
développer en fonction de ce couplage.
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B Étude des états fondamentaux

Ayant ainsi présenté les modèles que l’on étudie, je vais commencer le travail, en
faisant d’abord une étude approfondie des états fondamentaux.

Une des idées maîtresses de cette étude est de construire les états de phase incom-
mensurable par des états de rapport commensurable. En effet, les états d’une chaîne
infinie sont généralement obtenus comme la limite d’une chaîne finie, on les construit
donc par des états dont les longueurs en compétition sont de rapport rationnel. On
optimise le processus de limite en prenant les approximations rationnelles successives
du rapport incommensurable que l’on veut atteindre. Pour le modèle de Frenkel &
Kontorowa, avec un potentiel de paraboles raccordées, on démontre rigoureusement
que ces approximations jouent un très grand rôle (cf S. Aubry(18) & F. Vallet(19)).

Il n’est pas garanti, certes, que soient atteints tous les états, et il n’est pas impossible
que l’on puisse tirer un enseignement de la découverte d’états métastables supplémen-
taires. Mais, il s’agit ainsi de résultats exacts, pour une très large classe d’états, qui
sont très supérieurs à ceux obtenus pour les modèles où l’on prolonge l’espace réel en
un continuum : on prédit (cf S.Aubry(20)) des propriétés, qui n’existent pas dans ces
modèles.

Le but est donc de trouver des quantités physiques qui dépendent continûment du
rapport ζ , afin de pouvoir en déduire des résultats pour les rapports incommensurables.

Dans toute cette partie, je reprends l’ensemble des résultats déjà obtenus par
S.Aubry, P.Y.Le Daeron et F.Vallet, pour le modèle de Frenkel & Kontorowa. Des
travaux analogues sont possibles sur d’autres systèmes mais celui-ci permet une pré-
sentation plus claire et plus pédagogique.

Nous allons donc tout d’abord étudier, dans le chapitre suivant, les états com-
mensurables, et définir les notions de phase, fonction enveloppe, défaut de phase, puis
construire explicitement des états incommensurables à partir des états commensurables
en insérant une distribution particulière de défauts.

Dans le second et dernier chapitre de la partie, on étudiera alors les états incommen-
surables, en montrant que la phase et la fonction enveloppe admettent bien une limite.
Par contre, la notion de défaut ne subsiste qu’à petit couplage : à grand couplage, je
rappelle l’existence de bosons de Goldstone ; puis, à petit couplage, on montre que la
fonction enveloppe est une somme de discontinuités dont on extrait les défauts (ceci
est un résultat nouveau).

1 Etats commensurables. Phase

Avant de m’intéresser plus particulièrement aux états commensurables du modèle
de Frenkel & Kontorowa, je voudrais introduire rapidement la notion de phase, qui
est un support très physique et très utilisé de tous les phénomènes liés aux phases
incommensurables et aux ondes de densité de charge.
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Quand le couplage est infini, on trouve pour chaque système une solution cristalline.
On constate alors, pour le modèle de Frenkel & Kontorowa, que l’ensemble des solutions
est invariant par translation, quelles que soient les conditions aux bords que l’on a
choisies.

Ce phénomène est accidentel. En effet, pour un système commensurable, il n’y a
normalement pas de degré de liberté : il y a s équations

BL
Bx pUn, Un`1q ` BL

By pUn´1, Unq “ 0 (4)

pour décrire les s composantes Un, n “ 1, ..., s. Pour ℓ “ 8, il y a en fait une phase
libre supplémentaire (les atomes sont libres, le système peut évidement glisser sur l’axe)
que l’on peut, par exemple, décrire par

1

s

s´1ÿ

i“0

Ui

mais pour ℓ non infini, ce degré de liberté disparaît. Le système est naturellement
accroché au réseau.

Par contre, pour les systèmes incommensurables, l’espace des états fondamentaux
vérifie encore cette symétrie continue, pour un couplage assez grand. On verra, par
la suite, que la nature de cette symétrie est modifiée pour les plus petits couplages.
On a donc besoin d’introduire une phase pour décrire ce degré de liberté à
l’intérieur de l’espace des états fondamentaux.

Je vais commencer maintenant l’étude des états fondamentaux par la description
des états fondamentaux commensurables du modèle de Frenkel & Kontorowa.

a Périodicité des états fondamentaux commensurables

Pour construire un état fondamental dans un système infini, qui corresponde à un
rapport ζ “ r

s
commensurable, on doit simplement assurer la condition (1) :

lim
SÑ8

R

S
“ r

s
“ ζ

où R est le nombre de puits et S le nombre d’atomes d’un système fini.
Cependant, on s’attend à ce qu’une structure périodique soit un minimum de l’éner-

gie : le système est réductible à la période r.a.
La somme infinie impose encore de prendre des précautions pour définir les états

fondamentaux. On les définit par les variations locales et finies d’énergie. On vérifie
alors, à une dimension, que les structures fondamentales sont bien les structures r.a-
périodiques, et, alors, on impose simplement une condition de périodicité :

@n P Z, Un`s “ Un ` r.a (5)

qui assure la condition (1) (d’après les travaux de S. Aubry(21), cf annexe I)
On considère, par la suite, des états de rapport commensurable r

s
vérifiant la condi-

tion (5).
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b Symétries

On trouve diverses symétries dans l’hamiltonien H. En dehors de la symétrie par
rapport à un sommet, qui n’existe pas pour les potentiels non symétriques, si on écrit
sous la forme très générale,

H “
ÿ

n

LpUn, Un`1q

où L vérifie la condition très générale Lpx ` a, y ` aq “ Lpx, yq @x, y P R, on constate
que H est invariant sous l’action d’un groupe discret à deux générateurs :

G1: pUnq Ñ pU 1
n “ Un`1q

G2: pUnq Ñ pU 1
n “ Un ` aq

L’espace des configurations fondamentales doit vérifier globalement les mêmes in-
variances, mais par contre, chaque état fondamental ne pourra vérifier ces symétries,
car elles conduiraient à un état trivial. On montre alors, par la théorie des groupes,
qu’à chaque degré de liberté de symétrie qui est perdu pour les états fondamentaux
correspond un degré de liberté qui permet de décrire l’espace des fondamentaux tout
entier. On montre que les symétries en question correspondent à une dégénérescence
de translation. Il existe donc une phase qui permet de décrire les différents états fonda-
mentaux, en les distinguant. On trouve une quantité qui convient bien, qu’on appellera
donc phase, et notera ϕ :

ϕ “ 1

s

s´1ÿ

i“0

Ui

Sous l’action de G1, ϕ devient ϕ ` r
s
a, et sous l’action de G2, ϕ devient ϕ ` a. En

effet, on a vu que Un “ U0 ` a, d’où le résultat pour G1, et celui pour G2 est trivial. 2

c Classification des états commensurables

On peut classer les états fondamentaux commensurables en fonction de la phase : A
moins de dégénérescences accidentelles, donc, dans le cas général, ϕ exprime toutes les
symétries du problème, donc elle suffit à décrire tous ces états. Chaque état fondamental
prend une valeur unique de la phase, et pour obtenir un autre état, il faut et il suffit
de faire agir les groupes G1 et G2. On notera finalement que :

2. Remarque : si l’hamiltonien est également invariant par renversement de l’espace, on peut alors
imposer qu’un minimum du potentiel passe par 0, et alors, la symétrie opère sur les états de la façon
suivante :

Un Ñ 2β ´ U´n

où β est le centre de symétrie.
On montre facilement que, avec ces conventions, β est nécessairement de la forme α “ k.a

2
, k P Z, à

condition que a soit la vrai période du potentiel. Donc, la phase devient sous l’action du groupe :

ϕ Ñ k.a´
1

s

s´1ÿ

i“0

U´i “ ´
1

s

0ÿ

i“´s`1

Ui modulo a

“ ´ϕ´
r.a

s
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-la plus petite différence de phase possible entre deux états est donc a
s
.

-La phase est définie sur R tout entier. Cependant, si l’on ne définit la phase que
sur les Un modulo a, ce qui sera le cas implicitement à la section 2.2, les Un modulo a
étant invariant sous l’action de G2, la phase n’est plus définie que modulo a.

Finalement, d’après ces deux remarques, on démontre qu’il y a exactement s états
ordonnés correspondant aux phases 0, a

s
, . . . ,

ps´1qa
s

(j’ai arbitrairement fixé une des
phases à 0).

On pourrait déjà représenter schématiquement les configurations d’énergie mini-
male, à l’aide de ces premières indications ; cependant, nous allons d’abord donner un
sens plus physique à la phase ainsi introduite, en la définissant comme un déphasage
dans l’espace réel.

d Définition spatiale de la phase

Dans le cas où le potentiel n’a qu’un seul minimum par période, on numérotera les
puits, par un indice M : l’atome n sera à la position Un, dans le puits Mn. On supposera
alors, de façon systématique, qu’un minimum du potentiel correspond à l’abscisse nulle
(ce qui est cohérent avec la note discutant l’éventuelle symétrie x Ñ ´x), et la position
des puits M (ou Mn) sera simplement d’abscisse Ma (ou Mna). On se restreindra à ce
cas, pour tout ce qui suit.

Comme on le montre dans l’annexe I, la condition de périodicité (5)

Un`s “ Un ` r.a

impose que rUn

a
s`, où r s` est la fonction partie entière, se comporte très régulièrement ;

plus précisement, comme rnl`α
a

s` “ rnζ ` α
a

s`.
On trouve de façon analogue que les Mn sont égaux à rnl`α

a
s`, et qu’ils suffisent

à caractériser les états fondamentaux. Ce dernier point n’est pas tout à fait correct :
on montrera cependant que, lorsque le couplage devient suffisamment faible, ceci est
exact ; on en trouvera une démonstration en annexe II, qui utilise le fait qu’en ce cas,
les atomes “tombent” dans le fond des puits, supposé convexe. Cependant, ce point est
également redémontré, de façon indirecte, lors de l’étude du développement des régimes
non-analytiques.

L’étude du fondamental peut être, au moins partiellement, réduite à celle des nu-
méros de puits, donc, à l’étude des suites rnζ` α

a
s`. On a introduit une nouvelle phase,

α, et on va montrer maintenant que, à un décalage arbitraire près, cette phase α est
égale à la phase ϕ précédemment introduite.

Examinons d’abord comment les opérateurs G1 et G2 agissent sur les suites rnζ` α
a

s`.

G1: Un Ñ U 1
n “ Un`1

rnζ ` α

a
s` ÞÑ rpn` 1qζ ` α

a
s` “ rnζ ` pα ` ζaq

a
s`

G2: Un Ñ U 1
n “ Un ` a

il s’agit d’une translation d’une longueur du potentiel, donc la numérotation sera sim-
plement translatée de 1, donc :

rnζ ` α

a
s` ÞÑ rnζ ` α

a
s` ` 1 “ rnζ ` pα ` aq

a
s`
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Figure 6 – Diagramme des états fondamentaux dans l’espace pn, Unq. Les états res-
pectent une structure ordonnée. Ici, R

S
“ 3

5
, donc on trouve cinq états différents.

donc, sous G1, α devient α ` r
s
a, et sous G2, α devient α ` a : on constate bien que

α se transforme de la même façon que ϕ. Donc, comme on peut obtenir tous les états
fondamentaux en appliquant les opérateurs G1 et G2 à un état fondamental donné, et
comme les deux phases sont translatées de la même quantité, le décalage entre elles est
constant sur l’ensemble des états fondamentaux.

De plus, le déphasage est arbitraire : Tout d’abord, on peut constater que α est
défini à a

2s
près, plus précisement, que, si on impose une phase α “ ka

s
, k P Z, alors

toute phase α1 “ α ` ǫa
s

avec 0 ď ǫ ď 1 est équivalente :
En effet, on a, pour tout n P Z,

rnζ ` α

a
s` “ rnr

s
` ka

sa
s` “ rnr ` k

s
s` “ rnr ` k ` ǫ

s
s` “ rnζ ` α1

a
s`

On peut donc librement imposer que ϕ´α prenne ses valeurs dans a
s
Z. Une valeur par-

ticulière du déphasage correspond à un positionnement particulier de la numérotation
des puits (et donc de celle des atomes, à peu de chose près), par rapport à l’axe.

On peut par exemple imposer ϕ “ α. Grace à l’équivalence entre ϕ et α, on a donné
une signification physique plus grande, à la phase : un déphasage δϕ entre deux états
signifie que l’un se situe au dessus de l’autre dans une représentation dans l’espace
pn, Unq. Et bien sûr, un déphasage de a signifie que l’on a fait une translation de a,
donc, comme on s’intéressera aux Un modulo a, on retrouve le même état.
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U0 U1 U2 U3 U4 U5 U6´3a
2

M “ 0

´a
2

M “ 1

a
2

M “ 2

3a
2

M “ 3

5a
2

x

Figure 7 – Configuration des atomes suivant la prescription du texte : le puits dans
lequel se trouve chaque atome est entièrement déterminé par ces conditions.

On a une représentation schématique des états, pour un rapport donné, grâce à
cette classification. Elle ne donne pas le détail de la structure, mais précise l’allure
générale, et la position relative de chaque état (voir figure 6).

e Exemple

On présente ici un exemple, uniquement destiné à montrer les rapports entre les
diverses définitions de la phase, et la façon dont les numéros de puits peuvent caracté-
riser les états. Cette section n’éclaire pas le sujet par l’apport de notions nouvelles, et
peut être omise en première lecture.

On prendra ζ “ 4
7

et on cherchera la solution pour ϕ “ α “ 0. On a donc :

M0 “ r0s`, M1 “ r4
7
s`, M2 “ r8

7
s`, M3 “ r12

7
s`, M4 “ r16

7
s`, M5 “ r20

7
s`, M6 “ r24

7
s`

“ 0 “ 0 “ 1 “ 1 “ 2 “ 2 “ 3

avec la condition U0 ` . . . ` U6 “ 0. On impose qu’un minimum passe par x “ 0. Les
atomes se positionnent alors comme cela est montré sur la figure 7.

En effet, si on translate l’axe de `a, on obtient :

U0, U1 P r´5a

2
,´3a

2
s

U2, U3 P r´3a

2
,´a

2
s

U4, U5 P r´a

2
,
a

2
s

U6 P ra
2
,
3a

2
s

d’où U0 ` . . .` U6 ď ´3a´ a` a` 3a
2

“ ´3a
2

: impossible.
Et si l’on translate de ´a, on obtient :

U0, U1 P r´a

2
,
a

2
s

U2, U3 P ra
2
,
3a

2
s

U4, U5 P r3a

2
,
5a

2
s

U6 P r5a

2
,
7a

2
s
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Figure 8 – Exemple de défaut de structure. Ici, la structure fondamentale correspond
au rapport R

S
“ 2

3
, et le défaut de phase apparaît très clairement.

d’où U0 ` . . .` U6 ě ´a` a` 3a` 5a
2

“ 11a
2

: impossible.

f Défauts de phase. Base de défauts

On va étudier maintenant les défauts de structure des états fondamentaux com-
mensurables.

On cherche à décomposer les excitations sur une base d’excitations élémentaires
irréductibles. Bien sûr, on espère que ces excitations élémentaires seront bien localisées
et engendrées par des défauts ; aussi, pour que cette notion ait un sens, on analysera
par ailleurs leur portée et leur stabilité.

Pour engendrer un défaut de structure, on peut perturber un état fondamental
localement ; puis, on le laisse relaxer : on l’appellera alors excitation de première espèce.
Cependant, il peut être infiniment proche d’un état fondamental.

Par contre, si l’on prend une configuration, qui est asymptotique à deux états
fondamentaux différents (l’un quand n Ñ ´8, l’autre quand n Ñ `8), la structure
ne pourra pas relaxer vers un état fondamental, car il faudrait déplacer un nombre
infini d’atomes, donc franchir une barrière énergétique infinie pour éliminer le défaut
(figure 8).

On va alors caractériser une base d’excitations d’énergie minimale et irréductibles :
la plus petite excitation de base sera constituée par une configuration asymptotique
à deux états fondamentaux voisins, c’est-à-dire déphasés l’un par rapport à l’autre de
δϕ “ ˘a

s
. Dans le cas simple où il n’y a qu’un seul puits par période, on peut utiliser le

formalisme développé dans la section précédente : pour la construire, on met les atomes
suivant un des états, qui est caractérisé par des numéros de puits Mn “ rnζ ` α

a
s`,

pour n ă no, puis on passe brutalement à l’autre état, qui est donc caractérisé par des
numéros de puits Mn “ rnζ` α

a
˘ 1

s
s`, pour n ě no. Cette excitation va relaxer vers une

structure métastable, qui est clairement irréductible, et asymptotique en ´8 à l’un des
états fondamentaux et en `8 à l’autre état fondamental (voir annexe I). On appelle
cette structure localisée, engendrée par un défaut de structure, discommensuration.
Suivant le signe du déphasage, on distingue une discommensuration avance ou retard.
Cette discommensuration sera caractérisée par un défaut de phase δϕno

localisé au site
no. On obtient bien une base de défauts ; en particulier, on peut exprimer les excitations
de la première espèce (perturbation d’un état fondamental) dans cette base. On dira que
le système, lorsqu’il accepte ainsi la création de défauts localisés stables, est défectible.
Aussi, les systèmes commensurables sont-ils tous défectibles.

On démontre, de façon indirecte, lors de l’étude du développement des régimes
non-analytiques, bien qu’elle ne concerne à priori que les systèmes incommensurables,
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que les discommensurations tendent de façon exponentielle vers les états fondamentaux
auxquelles elles sont asymptotiques, à condition que les atomes tombent dans les parties
strictement convexes des puits de potentiel.

On peut alors décrire la dynamique des plus basses excitations en termes de défauts :
on peut, à une structure de base, caractérisée par rnζ` α

a
s`, ajouter un certain nombre

de défauts de phase, δα1, δα5, δαm, δαn, . . ., sans toutefois que la concentration soit
trop importante, car, les défauts ayant une certaine extension, il ne faut pas qu’ils se
recouvrent pour qu’on puisse les considérer comme indépendants.

g Energie de Peierls-Nabarro

Lorsque l’on introduit un défaut élémentaire dans une structure commensurable,
le système ne peut relaxer vers un état fondamental sans apport d’énergie. On définit
l’énergie de Peierls-Nabarro comme l’énergie minimale qu’il faut dépenser pour passer
d’un état fondamental (ou métastable) à un autre. On la notera EPN .

Pour un potentiel de paraboles raccordées, on trouve exactement(22) :

EPN “ 1

2

a2

?
4ℓ3 ` ℓ2

ˆ
1 ` ηs

1 ´ ηs

˙s

avec

η “ 1 ` 1

2ℓ
´

b
ℓ ` 1

4

ℓ

h Fonction enveloppe

Nous allons maintenant introduire la fonction enveloppe pour les systèmes com-
mensurables : On peut décrire les états fondamentaux de la façon suivante : Soit un
état Un, on introduit :

Mn “ rUn

a
s`

Ūn “ Un modulo a

Un est bien décrit par le couple pMn, Ūnq.
L’étude précédente ne concerne que la structure de la suiteMn, qui est quasi-périodique :
nous avons défini une phase ϕ et montré que cette suite est du type Mn “ rnl`α

a
s`. Nous

avons également montré que les plus basses excitations s’obtiennent en introduisant une
petite densité de défauts de phase localisés.

On va maintenant s’intéresser à la suite pŪnq. On montre (cf S. Aubry(21), annexe I)
que Ūn ne dépend que de nl modulo a (et non de n). On peut alors définir une “fonction”
f , sur 0, a

s
, . . . ,

ps´1qa
s

par :
Ūn “ fpn̄lq

où je note dorénavant modulo a par une barre conventionnelle. On voit que le premier
déphasage G1 correspond à un changement de l.

Si on généralise la fonction f par fpx` aq “ fpxq ` a, elle est définie sur a
s
Z et on a :

@n P Z, Un “ fpnlq (6)
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En effet, supposons α “ 0, pour simplifier,

Un “ Ūn ` aMn

“ Ūn ` arnζs`

“ fpn̄ζ ` raζs`q
“ fpnlq

Mais d’autre part, à un déphasage δ près, f sera identique pour deux états : on passe
de l’un à l’autre en faisant agir G1 et G2 sur rnζs`, et ceci conduit simplement à un
déphasage de ka

s
. Donc, il existe une fonction enveloppe unique f r

s
, pour une valeur du

couplage g donnée, telle que tous les états s’écrivent :

Un “ fpnl ` αq (7)

où α est la phase de l’état (par rapport à un état de référence choisi).
Par construction, les symétries G1 et G2 agissent sur les états fondamentaux en

induisant un déphasage de la phase α, qui est dans l’argument de f : à G1 correspond
un déphasage de l “ r

s
a, à G2 un déphasage de a.

On peut prolonger la fonction f sur R tout entier : en effet, si l’on ajoute à l’argu-
ment de f un déphasage irrationnel quelconque, alors on peut décomposer ce déphasage
en un déphasage ka

a
et un déphasage ǫa

s
avec 0 ď ǫ ă 1. Alors, en s’inspirant de la re-

marque de la section 1.4, où l’on exprime que la phase α est définie à a
2π

près, on
constate que le premier déphasage correspond à un changement de l’état fondamental
de référence, tandis que le second laisse les états invariants.

Donc, f sera constante sur des plateaux de largeur a
s
.

Enfin, on vérifie que f est croissante (cf annexe I) et, par construction, vérifie la
relation :

fpx` aq “ fpxq ` a (8)

i Construction des états incommensurables

Nous allons maintenant construire les états incommensurables, puis montrer que la
phase et la fonction enveloppe peuvent être encore définies, par leur limite, quand le
rapport r

s
tend vers ζ incommensurable, pour ces états.

La formule rnζ ` α
a

s` peut être généralisée à toute configuration obtenue comme
limite, quand ζ varie, de configurations commensurables(21) (voir annexe I).

Soit donc ζ “ r
s

comme précédemment, et ζ 1 quelconque. On se place dans un
régime défectible.

Les numéros de puits rnζ 1 ` α1

a
s` peuvent être interprétés comme la suite rnζ ` α

a
s`

où l’on aura introduit une distribution (nécessairement infinie) de défauts de phase,
δϕn, pour obtenir une identité. Or, on démontre (cf F. Vallet, thèse de doctorat(19))
qu’il suffit d’une densité de déphasage finie, et égale à |ζ 1 ´ ζ |.

α Choix d’un approximant diophantien

On a donc construit une structure incommensurable, en introduisant une simple
distribution de défauts à une structure commensurable donnée. Cette distribution n’est
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pas du tout unique. Et de plus, elle ne sera intéressante que si, au fur et à mesure que
l’on insère les défauts, les quantités physiques, comme l’énergie ou la position des
atomes, convergent. Lorsqu’on insère plus d’un défaut par période, le second défaut
“voit” une structure défà modifiée, donc il possède une énergie supérieure au premier.
Aussi est-il préférable d’interdire plus d’un défaut par période.

Or, la densité de déphasage vaut ici |ζ ´ r
s
|, et comme on l’a vu, chaque défaut

correspond à un déphasage de 1
s
, donc, il y a s|ζ ´ r

s
| défauts par site, donc s2|ζ ´ r

s
|

défauts par période, et on imposera finalement :

|ζ ´ r

s
| ă 1

s2
(9)

Cette condition est exactement réalisée par les approximants diophantiens de ζ .
Aussi est-on naturellement conduit à construire les états incommensurables en suivant
récursivement les approximations diophantiennes ζn de ζ , et en introduisant à chaque
ordre de récurrence les défauts qui permettent de passer d’une structure de rapport ζn
à une structure de rapport ζn`1.

β Exemple de construction

A tout rapport ζ est associé une structure incommensurable A. Je reprends rapide-
ment la méthode de Farey(23), qui permet de construire une structure incommensurable
quelconque A à partir des approximations successives de ζ .

On représente les diverses structures par une suite infinie σi de 0 et de 1. Pour le
cas d’un potentiel à un puits par période, on prend pour le fondamental
σi “ Mi`1 ´ Mi (C’est bien une variable à valeurs dans 0, 1, voir section 8.2 dans
l’annexe VIII, ou encore l’annexe I).

Soit ζ P r0, 1s ; on construit d’abord des structures périodiques An et Bn, où l’on ne
représente qu’une seule période, associées aux rapports an “ rn{sn et bn “ pn{qn, de
telle sorte que, quand n tend vers l’infini, an et bn tendent vers ζ et que les structures
An et Bn tendent vers une structure incommensurable A correspondant au rapport ζ .

On définit les suites pan, bnq de rationnels et pAn, Bnq les structures qui les repré-
sentent par récurrence :

On représente le rapport a0 “ 0
1

par la structure A0 “ ‘0’ et b0 “ 1
1

par la structure
B0 “ ‘1’. Soient pan, bnq et pAn, Bnq déjà construits, soit

x “ rn ` pn

sn ` qn

Si x ą ζ , on pose an`1 “ an et bn`1 “ x et An`1 “ An et Bn`1 est la concaténation
de An et Bn

3.
Si x ď ζ , on pose an`1 “ x et bn`1 “ bn et An`1 est la concaténation de An et Bn

et Bn`1 “ Bn.
Les suites panqnPZ et pbnqnPZ convergent vers ζ . Ce sont les approximants diophan-

tiens de ζ , ils possèdent de nombreuses propriétés, par exemple
pnsn ´ qnrn “ 1, ou encore la propriété (9). La suite pAnqnPZ est obtenue de façon
univoque à partir de panqnPZ (et pBnqnPZ de pbnqnPZ) ; et elles convergent vers une

3. Il faut adopter un ordre systématique, par exemple ‘An’‘Bn’ comme on le voit sur l’exemple
suivant
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structure A infinie : ce procédé fournit une représentation exacte d’une structure uni-
dimensionnelle.

A chaque étape, An`1 (resp. Bn`1) est donc, soit égal à An (resp. Bn), soit formé par
une juxtaposition de An´1 et An (resp. Bn´1 et Bn). Les défauts que l’on introduit à cet
ordre n` 1, et au delà, ne détruiront plus les structures An´1, An´2,..., A0 (resp. Bn´1,
Bn´2,...,B0) que l’on retrouve dans les structures suivantes ; ils consistent seulement
en des insertions de blocs An´1 entre des blocs An (resp. Bn´1 entre des blocs Bn).
Aussi, les défauts, à l’ordre n ` 1, sont éloignés d’au moins la taille des blocs An ou
Bn, qui augmente avec n. Autrement dit, les défauts que l’on insère seront de plus en
plus éloignés.

Prenons par exemple ζ “ 1?
2
. On a alors :

a0 “ 0

1
b0 “ 1

1
A0 “ ‘0’ B0 “ ‘1’

a1 “ 1

2
b1 “ 1

1
A1 “ ‘01’ B1 “ ‘1’

a2 “ 2

3
B2 “ 1

1
A2 “ ‘011’ B2 “ ‘1’

a3 “ 2

3
b3 “ 3

4
A3 “ ‘011’ B3 “ ‘0111’

a4 “ 2

3
b4 “ 5

7
A4 “ ‘011’ B4 “ ‘0110111’

a5 “ 7

10
b5 “ 5

7
A5 “ ‘0110110111’ B5 “ ‘0110111’

a6 “ 12

17
b6 “ 5

7
A6 “ ‘01101101110110111’ B6 “ ‘0110111’

b7 “ 17

24
B7 “ ‘011011011101101110110111’

. . .

Cette construction n’est valable que si la somme des contributions des défauts est
convergente. Pour un potentiel avec un seul minimum par puits, d’une chaîne de Frenkel
& Kontorowa, si l’on place de force (ℓ nul) tous les atomes dans les minima des puits,
leur position sera aMn, et la décomposition en défauts sera valable formellement. Pour
un couplage donné, suffisamment petit, tel que les atomes restent dans le fond des
puits (voir annexe II), on montre que les contributions des défauts sont convergentes,
et qu’ils ne se recouvrent pratiquement pas. Cela correspond à la défectibilité des
systèmes incommensurables (cf partie suivante).
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γ Base canonique de défauts pour construire les états incommensurables

On peut maintenant définir une famille de défauts, qui permette d’engendrer n’im-
porte quel état incommensurable : on prend l’ensemble des bases de défauts corres-
pondant à chaque structure commensurable. Si on impose de construire les états in-
commensurables à partir des approximants diophantiens de ζ , de la façon présentée au
paragraphe ci-dessus, qui est univoque, on trouve une décomposition unique dans cette
famille, donc on aura bien défini une base de défauts. Par contre, si l’on n’impose pas
de condition (c’est-à-dire de façon de construire les états), cette famille ne constitue
pas une base, puisque l’on peut évidemment décomposer les états incommensurables
de multiples manières : chacune des bases de défauts correspondant à un r

s
, dont on a

pris l’union, suffit à engendrer les états incommensurables, comme on l’a vu au début
de la section 1.9 . Cette base-ci est fondamentale, car ainsi, chaque état est décomposé
de manière intrinsèque.

De plus, on peut également caractériser les états excités de façon unique dans cette
base : il suffit de procéder de façon minimale : On traite l’état considéré comme un
état fondamental jusqu’à l’ordre le plus petit possible. Les énergies des défauts à cet
ordre de commensurabilité seront justement caractéristiques de l’énergie d’excitation
de cet état.

Certains détails techniques et les démonstrations sont analysés dans la thèse de
F.Vallet(19).

2 Description des états incommensurables

Toute l’étude des états commensurables nous a permis de construire les états de
phase incommensurable et va nous servir à analyser leurs propriétés. Nous allons voir
que l’on peut étendre les notions de fonction enveloppe, de phase. Par contre, les défauts
ne subsistent que pour les faibles couplages, dans le régime dit non-analytique, tandis
que les excitations du système à fort couplage sont décrites en termes de phonons
étendus.

a Définition d’une fonction enveloppe

Intéressons-nous tout d’abord à la fonction enveloppe. On montre dans l’annexe I
qu’elle admet une limite. Il en existe plusieurs déterminations selon que l’on prend la
limite continue à gauche, ou continue à droite, etc.

Les propriétés suivantes établies pour les fonctions enveloppe des systèmes commen-
surables restent vraies, par passage à la limite : f est croissante et vérifie la relation (6) :

fpx ` aq “ fpxq ` a

où a est toujours la période du potentiel.
La fonction enveloppe d’un état commensurable est définie de façon unique pour

tous les états d’un même rapport r
s

(et pour un couplage ℓ donné) à une phase ϕ près.
Nous allons voir que de même, il existe une phase α̃ qui permet de décrire les états
incommensurables, et la fonction enveloppe incommensurable est unique, au déphasage
α̃ près, pour ζ et g fixés : les états sont encore ordonnés.
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b Définition d’une phase

Soit une phase α̃, et un rapport incommensurable ζ , fixés.
Pour tout rapport de commensurabilité r

s
, on peut définir

Un “ f r
s
pnl ` α̃q

où f r
s

est la fonction enveloppe correspondant à un état de référence. Soit
α̃ “ k ra

s
` ǫa

s
avec 0 ď ǫ ă 1, on a bien sûr

Un “ f r
s
pnl ` kr

s
aq

Un est un état fondamental de commensurabilité r
s

et tend vers un état de rapport
incommensurable ζ quand s Ñ 8 (cf annexe I).

La phase ϕ, définie comme à la section 1.3 pour chaque Un “ f r
s
pnl ` α̃q, admet

une limite qui vaut α̃, quand s tend vers `8. Cela se voit directement à partir de la
définition spatiale de la phase. On a en effet, pour tout rapport r

s
, soit α “ k ra

s
la phase

de l’état commensurable, elle vérifie :

|α̃ ´ α| ă a

s

ce qui montre bien que ϕ, ou plutôt α qui est équivalente, tend vers α̃.
On peut également trouver la limite de ϕ à partir de la définition algébrique don-

née à la section 1.3, ce qui prouvera qu’on peut généraliser cette définition aux états
incommensurables. Pour tout rapport commensurable r

s
, ϕ s’écrit :

ϕ “ 1

s

s´1ÿ

n“0

Un

“ 1

s

s´1ÿ

n“0

f r
s
pnl ` α̃q

“ 1

s

s´1ÿ

n“0

f r
s
pnr modulo s

s
a` α̃q

r et s étant premiers entre eux, la fonction Z{sZ Ñ Z{sZ: n ÞÑ rn est bijective,

donc, en renumérotant, on trouve

“ 1

s

s´1ÿ

n“0

f r
s
pna
s

` α̃q

f r
s

tend vers la fonction enveloppe f croissante, donc réglée,

et d’après les théorèmes sur les sommes de Rieman, on trouve une limite 4

ϕ “ 1

a

ż a

0

fpx` α̃qdx

“ 1

a

ż a

0

fpxqdx` α̃

A un déphasage près, qui dépend uniquement de l’état de référence, la phase admet bien
la même limite. Et l’état fondamental incommensurable obtenu comme limite vérifie la
relation (7) :

Un “ fpnl ` α̃q
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En particulier, les symétries G1 et G2 agissent toujours sur les états fondamentaux
en induisant un déphasage de l et a. L’énergie des états fondamentaux incommensu-
rables est dégénérée par rapport à tout déphasage du type nl `ma, pn,mq P Z. Cette
propriété s’étend à n’importe quel déphasage réel, et l’espace des états fondamentaux
est dégénéré par rapport à la phase 5.

c Existence de deux régimes

Nous allons enfin discuter l’existence et la stabilité éventuelle de défauts (et en par-
ticulier de défauts de phase) dans les systèmes incommensurables, donc la défectibilité
de tels systèmes. Pour cela, nous pouvons maintenant analyser plus en détail les états
fondamentaux de ces systèmes. Nous allons montrer qu’ils possèdent des propriétés
particulières.

La fonction enveloppe est analytique, quand le couplage ℓ est assez grand ; par
contre, f devient discontinue quand le couplage diminue. Cela a d’abord été vérifié
numériquement (cf la thèse de P.Y. Le Daeron(24)). Le présent travail en donnera une
base plus analytique.

On définit donc ainsi deux régimes, comme je l’ai annoncé en introduction ; une
zone analytique, où f est analytique, une zone non-analytique, où f est non-analytique
c’est-à-dire totalement discontinue, sans partie continue non triviale, (plus précisement,
comme une fonction en marche d’escalier avec un nombre dénombrable de discontinui-
tés).

Entre ces deux régimes, on observe une transition dite transition par brisure d’ana-
lycité, et on définit un couplage critique ℓc.

On va montrer que le système ne reste défectible que dans le régime non-analytique.
Par contre, dans le régime analytique, la dégénérescence continue par rapport à la phase
ϕ, va entraîner la création de modes glissants, qui s’opposeront à l’accrochage spontané
du système au réseau, et donc à l’existence de défauts localisés.

Tout ceci est aussi bien vrai pour le modèle de Holstein-Peierls. Mais, nous
continuerons à étudier en détail les états fondamentaux pour le modèle de Frenkel &
Kontorowa.

d Équation fonctionnelle de stationnarité

Nous allons tout d’abord dériver les équations de stationnarité qui nous permet-
trons de faire l’étude des états fondamentaux du modèle de Frenkel & Kontorowa. Les
états fondamentaux des sytèmes incommensurables vérifient l’équation (7) :

Un “ fpnl ` αq

avec une phase α arbitraire. Si l’on substitue dans l’équation (4), on trouve

BL
Bx

´
fpnl ` αq, fpnl ` l ` αq

¯
` BL

By
´
fpnl ´ l ` αq, fpnl ` αq

¯
“ 0

5. On en trouvera une démonstration à l’annexe IV. Cette propriété découle directement de ce que
l’on peut construire les états fondamentaux incommensurables comme une limite d’états commensu-
rables.

26



d’où finalement une équation

BL
Bx

´
fpxq, fpx` lq

¯
` BL

By
´
fpx´ lq, fpxq

¯
“ 0 (10)

qui est d’abord vérifiée, d’après la précédente, sur tous les éléments de pl ` qa` α,
et donc, par densité, sur R tout entier lorsque l’on prend la détermination continue à
gauche (ou à droite, etc). On en trouvera une autre justification dans l’annexe IV.

On se restreint au cas LpUn, Un`1q “ ℓW pUn`1 ´ Unq ` V pUnq où l’énergie est la
somme d’un terme élastique et d’un terme de potentiel a-périodique. L’équation (10)
devient :

´ℓW 1pfpx` lq ´ fpxqq ` ℓW 1pfpxq ´ fpx´ lqq ` V 1pfpxqq “ 0 (11)

Cette équation n’est valable que pour les états fondamentaux : la fonction enveloppe
n’est pas définie pour tous les états métastables.

Nous allons maintenant pouvoir étudier plus en détail les états fondamentaux dans
les différents régimes du couplage.

e Régime analytique

Résolvons d’abord rapidement le système à couplage infini.

α Étude à couplage strictement infini

Le système est alors purement cristallin. Il est infiniment rigide 6.
Pour un potentiel élastique ordinaire : W pxq “ 1

2
x2, quand le couplage est stricte-

ment infini, l’équation (11) devient :

fpx` lq ` fpx´ lq ´ 2fpxq “ 0

que l’on peut encore écrire :

@n P Z, fpx ` nlq ´ fpx` pn ´ 1qlq ´ fpxq ` fpx´ lq “ 0

puis encore :
@n P Z, fpx ` nlq ´ fpxq ´ fpxq ` fpx ´ nlq “ 0

et finalement

@n,m P Z, fpx` nl ` maq ´ 2fpxq ` fpx´ nl ´ maq “ 0

On peut faire tendre nl ` ma vers zéro, et comme f est analytique, on trouve que
f 2 “ 0. Donc, f s’écrit fpxq “ Cx` δ, et C “ 1, à cause de la relation (8), ce que l’on
aurait bien sûr trouvé directement en considérant les équations discrètes :

Un`1 ` Un´1 ´ 2Un “ 0

6. Ce dernier point est entièrement cohérent avec les différentes propriétés connues du régime
analytique, puisque comme je le signale à la fin de ce chapitre, la rigidité décroît jusqu’à s’annuler
à la transition (cependant que le système sera accroché par les défauts en deçà). De même, pour le
modèle de Holstein-Peierls, les atomes sont fixes à couplage infini (cependant que peuvent se propager
des phonons sous forme d’ondes planes indépendantes).
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β Invariance par translation : boson de Goldstone

A grand couplage, la fonction enveloppe est analytique. Cela se démontre grâce au
théorème de K.A.M. (Kolmogorov, Arnol’d, Moser). Ce théorème est énoncé dans la
partie suivante, section 2.1.

Comme on l’a vu, les états fondamentaux sont dégénérés par rapport à la phase.
Dans l’annexe IV, on étend cette propriété à tous les états que l’on peut décrire par une
fonction enveloppe arbitraire, et, quand on se restreint à ces états, on obtient un modèle
où l’énergie est invariante par translation. Cela devrait permettre à priori d’utiliser le
théorème de Goldstone et de conclure qu’il existe une phase libre, et donc un phason
de fréquence nulle pour n’importe quelle valeur du couplage : les états fondamentaux
brisent spontanément la symétrie (l’état uniforme n’est pas même un état physique) et
il y a une dégénérescence par rapport à la phase α introduite précédemment.

Cependant, on montre alors que le phason est simplement décrit par f 1, ce que l’on
peut retrouver directement dans le formalisme discret. En effet, on obtient, en dérivant
analytiquement l’équation (11) :

ℓpf 1pxq ´ fpx` lqqW 2pfpx` lq ´ fpxqq ` ℓpf 1pxq ´ fpx´ lqqW 2pfpxq ´ fpx´ lqq

`f 1pxqV 2pfpxqq “ 0

d’où, en l’appliquant à x “ nl

ℓpf 1pnlq ´ fppn ` 1qlqqW 2pUn`1 ´ Unq ` ℓpf 1pnlq ´ fppn´ 1qlqqW 2pUn ´ Un´1q

`f 1pnlqV 2pUnq “ 0

Or les phasons sont régis par l’équation des petits mouvements δn autour d’un état
pUnqnPZ, qui s’écrit (voir annexe IV) :

:δn “ ´δnpℓW 2pUn`1 ´ Unq ` ℓW 2pUn ´ Un´1q ` V 2pUnqq
`ℓδn`1W

2pUn`1 ´ Unq ` ℓδn´1W
2pUn ´ Un´1q

et par ailleurs

“ ω2δn

donc, f 1pnlq est bien un phason de masse nulle.
Aussi, le théorème de Goldstone ne s’applique que lorsque f 1 est bien définie. Or, on

montrera bientôt que f 1 est une somme de Dirac en deçà de la transition et ce théorème
n’est alors pas valable (figure 9).

Dans le régime analytique, on montre finalement que les états fondamentaux sont
continûment dégénérés par rapport à la phase ϕ et que des modes de Goldstone se
propagent librement dans l’espace des états fondamentaux. Le spectre de dispersion
des phonons présente un “gap” nul. Du coup, des défauts fixes et localisés ne peuvent
demeurer stables, et le système est indéfectible : En effet, si l’on décompose n’im-
porte quelle perturbation infinitésimale localisée sur les états propres de la matrice
dynamique, la composante sur les phasons de fréquence nulle sera, génériquement, non
nulle. Donc, cette perturbation se propagera et ne pourra rester stable. C’est vrai pour
presque 7 toutes les excitations infinitésimales, et donc, à fortiori, ça reste vrai pour les
perturbations réelles finies.

7. au sens mathématique d’une mesure nulle.
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Figure 9 – Courbes simulées des relations de dispersion des phasons et des amplitons,
pour le régime non-analytique (à gauche) et analytique (à droite) (d’après [4]). On voit
apparaître un “gap” nul dans le régime analytique.

On prouve également, dans l’annexe IV, que les phasons de masse nulle sont décou-
plés entre eux, aux premiers ordres de l’énergie 8. Donc, les états fondamentaux seront
constitués par une superposition aléatoire de modes mous. Cela évoque fortement le
caractère aléatoire des états métastables, dans l’espace réel, que nous allons démontrer
dans le régime non-analytique. Le problème de correspondance entre les deux régimes
sera rapidement abordé dans la partie sur la dualité. Evidemment, de même que pour
un gaz parfait, il faut tenir compte des termes d’interactions plus faibles pour maintenir
une dynamique non triviale (sinon, le système s’effondrerait).

γ Transport électrique

Dans ces régimes, peuvent se développer, à priori, des ondes de densité de charge.
Malgré l’existence d’une phase libre, ces ondes ne glissent pas sans frottement. Il se
crée des phénomènes de vibrations internes résonnantes, qui interdisent le mécanisme
de supraconductivité lorsque l’on applique un champ électrique [25].

δ Comportement critique

Diverses quantités physiques ont un comportement critique, lorsque l’on approche
de la transition : l’extension du vecteur d’onde devient infinie ; le coefficient de friction
effectif, quand on ajoute un terme d’amortissement, tend vers zéro. On trouve en
fait un terme proportionnel à xf 12y, comme pour la valeur moyenne de l’élasticité Γ.
Autrement dit, la chaîne devient entièrement molle en dessous de la transition (mais
elle sera “accrochée” dès que le couplage est inférieur au couplage critique ℓc). On peut
également calculer une masse renormalisée, m, qui diverge à ℓc, et du coup, la vitesse
de propagation du son, qui est proportionnelle à

a
γ{m, tend également vers zéro [4].

Toute cette approche n’est donc plus valable en deçà d’un certain couplage ℓc, et
on s’installe alors dans un régime non-analytique, que nous allons maintenant étudier
plus en détail.

8. Le vecteur d’onde de ces modes n’est pas très bien défini : la dispersion autour d’une valeur est
très importante, car le système est non-périodique.
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Energie

état 2
état 1

∆E

énergie à franchir : EPN

Figure 10 – Schéma d’un atome franchissant la barrière de Peierls-Nabarro, selon une
représentation abstraite. L’énergie à fournir est indépendante de la différence d’énergie
∆E qui existe entre les états.

f Régime non-analytique

Le régime non-analytique est défectible, à l’inverse du précédent. Nous montrerons
que la fonction enveloppe est entièrement discrète, et qu’on peut décrire alors le système
par une variable discrète : on décompose les états fondamentaux en défauts que l’on
extrait de la fonction enveloppe elle-même.

α Accrochage au réseau : barrière de Peierls-Nabarro

Les défauts que l’on a introduits pour les systèmes commensurables sont généra-
lement fixes, c’est-à-dire qu’ils ne peuvent pas se déplacer le long de la chaîne. Cette
propriété est liée à la discontinuité de la fonction enveloppe.

On va généraliser ces propriétés aux états incommensurables dans le régime non-
analytique. Ces états sont de nouveau accrochés, c’est-à-dire qu’un saut de phase
même infinitésimal nécessite une dépense d’énergie. C’est la barrière de Peierls-Nabarro,
(l’énergie minimale qu’il faut dépenser pour passer d’un état fondamental à un autre,
voir figure 10). C’est la limite de l’énergie de Peierls-Nabarro que j’ai introduite pour
les états commensurables, lorsque le rapport ζn tend vers un rapport ζ irrationnel.

Ce phénomène [26] est très important, et encore trop méconnu dans la littérature,
notamment chez les expérimentateurs. Ils ont tendance à interpréter les accrochages
au réseau comme une conséquence d’un passage d’un état de rapport commensurable
r
s

à un rapport incommensurable ζ , ce qui existe certes théoriquement. Ou bien par
l’existence d’impuretés aléatoirement distribuées. Mais, ceci donne souvent des schémas
expérimentalement incohérents [8], et il serait plus profond d’expliquer les expériences
par un accrochage incommensurable, tel qu’il a été introduit ici.

On peut facilement interpréter ce phénomène d’ancrage au réseau, par une de scrip-
tion physique simple : comme on le reverra par la suite, les atomes, pour un état fonda-
mental, et quand le couplage est assez petit, “tombent” au fond des puits de potentiel ;
de plus, dans le régime non-analytique, comme je l’ai déjà annoncé, les numéros Mn

du puits dans lequel ils sont caractérisent entièrement les états (cf annexe II). Donc,
pour passer d’un état fondamental à un autre, il faudra nécessairement qu’un atome
“gravisse” un sommet du potentiel, et cela coûtera une certaine énergie. Ce qui montre
dans ces conditions l’existence d’une barrière de Peierls-Nabarro.

On a seulement démontré qu’il faudrait franchir une barrière énergétique pour pas-
ser d’un état métastable à un autre, mais cela ne prouve pas pour autant que n’importe
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Figure 11 – Diagrammes de phases d’un système indéfectible (à gauche) et d’un
système défectible (à droite), dans une représentation abstraite. Les états métastables
sont bloqués par une barrière de Peierls-Nabarro dans le cas défectible.

quelle configuration pMnqnPZ soit possible. On vérifiera l’existence de tous ces états dans
la partie suivante, et on en déduira que les systèmes à petit couplage sont défectibles,
c’est-à-dire, par définition, qu’il existe divers états métastables asymptotiques, séparés
par des barrières de Peiers-Nabarro, et non un état fondamental unique (figure 10). Le
système accepte la création de défauts localisés, fixes, que l’on interprétera comme des
défauts de phase ponctuels (figure 11).

β Étude à couplage strictement nul

Je ne vais pas résoudre le vrai système à couplage nul, car, bien que ceci concerne à
priori les états fondamentaux, cette étude sort amplement de ce cadre et nous la ferons
lors de l’étude des états métastables par développement autour du couplage nul. Si l’on
envisage le système à couplage nul comme la limite des très petits couplages ℓ, et que
l’on s’intéresse aux seuls états fondamentaux, il est naturel (et exact) de prendre la
limite de l’équation (10) ou (11) quand ℓ tend vers zéro. On trouve alors :

V 1pfpxqq “ 0

La fonction enveloppe prend ses valeurs sur l’espace (que l’on supposera fini modulo a)
des minima du potentiel.

On va d’abord montrer, dans les sections suivantes, qu’on peut récrire les états et
les énergies en fonction de variables discrètes σn qui varient dans 0, 1, définies à partir
des numéros de puits.

γ Décomposition de la fonction enveloppe à petit couplage

Les fonctions enveloppe qui correspondent aux états fondamentaux sont complète-
ment discontinues. Nous allons maintenant donner un sens à cette notion.

Je reprends l’équation (11) sous la forme

ℓW 1pfpx ` lq ´ fpxqq ´ ℓW 1pfpxq ´ fpx´ lqq “ V 1pfpxqq (12)

On va prendre la partie continue de l’équation. 9

9. On peut décomposer toute fonction en une partie continue, une partie totalement discontinue,
et éventuellement une partie singulière continue (cf annexe III).
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W 1pfpx` lq ´ fpxqq étant a-périodique, notons que la partie discontinue du terme
de gauche est aussi périodique 10.

Donc sa partie continue est également périodique. Dans la partie continue de (12),
le terme de gauche est donc une fonction a-périodique.

Mais, par ailleurs, la partie de droite de (11) est une fonction croissante sauf en
un nombre dénombrable de points. En effet, comme on le montre dans l’annexe II,
lorsque le couplage est suffisamment faible, les atomes sont assurés de rester dans les
parties convexes de puits et on en déduit le résultat 11. Donc sa partie continue est une
fonction croissante. (En annexe III, on montre en effet que la partie continue d’une
fonction croissante est croissante).

Donc, la partie continue de la fonction de droite de l’égalité (11) est croissante,
celle de gauche est a-périodique, elles sont en fait constantes. V 1 étant continue, on a 12

pV 1 ˝ fqcont “ V 1 ˝ pfcontq. Donc fcont est bien constante.
On a finalement démontré que f est une fonction purement discontinue, c’est-à-

dire qu’elle est une fonction constante avec un nombre dénombrable de discontinuités,
comme la généralisation d’une fonction en escalier (ce n’est pas un escalier du diable,
qui lui est une fonction singulière continue ! voir l’annexe III).

10. On a en effet, soit la fonction hpxq “ W 1
`
fpxq ´ fpx´ lq

˘
, les discontinuités de hpx` lq ´ hpxq

en les points xi peuvent s’écrire ciYpx´ xiq, où Y est la fonction de Heaviside, et on a :

@pp, qq P Z
2, hdiscpx ` l ` aq ´ hdiscpx ` aq ´ hdiscpx ` lq ` hdiscpxq

“
ÿ

i

ciYpx` a ` l ´ xiq ´
ÿ

i

ciYpx` a´ xiq ´
ÿ

i

ciYpx` l ´ xiq `
ÿ

i

ciYpx´ xiq

“
ÿ

i

χrx`l,x`l`aspx´ xiq ´
ÿ

i

χrx,x`aspxiq

où χra,bs représente la fonction caractéristique de l’intervalle ra, bs. Or, la fonction définie en les points
xi, xi ÞÑ ci est a-périodique ; donc, on peut regrouper les points xi en classes modulo a et choisir
un représentant pour chacune, dans un intervalle quelconque fixé de longueur a. En particulier, la
somme de toutes les images ci de ces représentants est bien définie. Elle ne diverge pas, car, W 1 étant
strictement croissante, la somme des discontinuités, sur une période, de W 1pfpx ` lq ´ fpxqq sera
convergente si et seulement si celle des discontinuités de fpx ` lq ´ fpxq est convergente ; donc, si et
seulement si celle des discontinuités de f elle-même est convergente. Or, cela est toujours assuré car
f est croissante, et la somme de ses discontinuités ne peut être plus grande que la variation de la
fonction sur le même intervalle, à savoir fpx ` aq ´ fpxq “ a ici. On soustrait cette somme

ř
ci à

elle-même dans la dernière équation considérée. Donc, W 1
discpfpx` lq ´ fpxqq est bien a-périodique.

11. L’ensemble fermé des points sur lequel V est convexe est de la forme
Ť
n P Zna `

ˆ
I1 Y I2 Y . . . Y Iu

˙
où les Ii sont des intervalles disjoints inclus dans un intervalle de

longueur a : I “ I1 Y I2 Y . . . Y Iu Ă rxo, xo ` as, xo P R et j’ai supposé que V admet u minima par
période et que V 2 existe. fpnlq “ Un prend toutes ses valeurs sur cet ensemble, fpnl`maq également,
et donc fpxq, @x P R aussi, quelle que soit la façon dont on prolonge f , puisque I est fermé. Comme
f est croissante, f´1pI1q, . . . , f´1pIuq sont des intervalles, et d’après ce qui précède, ils forment une
partition de f´1

`
rxo, xo ` as

˘
“ rf´1pxoq, f´1pxoq ` as. Sur chacun des ouverts de ces intervalles

f´1pIiq, V
1 ˝ f est strictement croissante. On en conclut que la partie continue est croissante sur la

fermeture de ces intervalles, donc partout.
12. f étant croissante, elle admet un nombre dénombrable de discontinuités. Donc, V 1 ˝ pfcontq ne

diffère de V 1 ˝ f que par un nombre dénombrable de discontinuités. Or, c’est une fonction continue,
donc une détermination de

`
V 1 ˝ f

˘
cont

.
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δ Étude des discontinuités

On va étudier les discontinuités de la fonction enveloppe, et dans un premier temps,
on veut savoir où elles se situent.

Une autre application [21] de l’invariance de l’espace des états fondamentaux sous
l’action des groupes G1 et G2 est que, si f est discontinue en un point xo, elle l’est
aussi en les points xo ` pl ` qa, pour tout pp, qq P Z

2. On va considérer la variable Un,
et, toujours quand le couplage est suffisamment petit pour que les atomes des confi-
gurations fondamentales tombent dans les parties convexes des puits, je vais montrer
que ce sont alors les seules discontinuités, autrement dit que les discontinuités de la
fonction enveloppe appartiennent à un réseau du type xo ` pl ` qa, pp, qq P Z

2.
Remarquons d’abord que la fonction

x ÞÑ rfpx` αq
a

s`

où α est quelconque, est une fonction du type

x ÞÑ rx` β

a
s`

à cause de la propriété (8) fpx ` aq “ fpxq ` a.
Soit donc une discontinuité située au point α, et β tel que

@x P R, rfpx` αq
a

s` “ rx` β

a
s`

Soient pUn “ fpnl ` α`qqnPN et pVn “ fpnl ` α´qqnPN, ce sont deux états fondamen-
taux, où j’ai pris respectivement la limite à droite et la limite à gauche. Comme f est
discontinue en α, ces états sont différents, donc, comme dans ce domaine de couplage
ℓ les numéros de puits caractérisent totalement les états, il existe au moins un atome
n n’appartenant pas au même puits suivant les deux états. Les numéros de puits étant

rUn

a
s` “ rfpx` α`q

a
s` “ rx` β`

a
s` et

rVn
a

s` “ rfpx` α´q
a

s` “ rx` β´

a
s`

on est à une discontinuité de la fonction x ÞÑ rx`β

a
s`, donc

nl ` β “ pa, p P Z

soit encore

α “ nl ` pa ` pα´ βq
Mais

@x P R, rfpx` αq
a

s` “ rx` β

a
s`

peut encore s’écrire :

@x P R, rfpxq
a

s` “ rx` pβ ´ αq
a

s`

aussi pα ´ βq est-il fixé et ne dépend que de f , on peut le noter xf et on a finalement
α “ ´nl ` pa` xf comme anoncé.
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Pour conclure l’analyse des discontinuités, on peut remarquer que, soit bp,q la dis-
continuité au point xo ` pl` qa du réseau sur lequel la fonction est discontinue, bp,q ne
dépend pas de l’indice q : en effet, f ´ Id est a-périodique et toutes les discontinuités
sont simplement translatées de période en période. Donc, bp,q “ bp,q1 puisqu’il s’agit de
discontinuités en des points séparés de pq1 ´ qqa, et on le notera bp. On a finalement 13 :

ÿ

p

bp “ a

De plus, on vérifie que bp décroît exponentiellement quand p tend vers ˘8 (cf partie
suivante ou S. Aubry [27]).

ǫ Discommensurations effectives

Nous allons enfin pouvoir établir l’existence et la forme des défauts élémentaires
(discommensurations) qui permettent de décrire les états fondamentaux dans le régime
à petit couplage. On va extraire les discommensurations à partir des discontinuités
de la fonction enveloppe. On va donc maintenant préciser la forme exacte de f . Par
exemple, lorsque j’ai écrit ci-dessus une décomposition de W 1pfpx ` lq ´ fpxqq, tout
n’a pas été justifié et, en particulier, des problèmes de constantes et de normalisations
surgissent, qui n’auraient joué aucun rôle à cause des soustractions. Je me place à petit
couplage, dans les mêmes hypothèses que précédement et je choisis la détermination
continue à droite de f .

A priori, f s’écrit :

x ÞÑ fpxq “ fpx`
o q `

ÿ

xoăpl`qaďx

bp ´
ÿ

xăpl`qaďxo

bp

où les bp décrivent la taille des discontinuités et xo est un point de référence pour
l’instant complètement quelconque.

On a :

fpxq “ fpx`
o q `

ÿ

pl`qaąxo

bpY
`px ´ pl ´ qaq ´

ÿ

pl`qaďxo

bpY
´ppl ` qa´ xq

où Y
` est la fonction de Heaviside continue à droite, et Y´ celle continue à gauche.

fpxq “ fpx`
o q `

ÿ

pPZ
bp

ÿ

qąxo´pl
a

Y
`px´ pl ´ qaq ´

ÿ

pPZ
bp

ÿ

qďxo´pl
a

Y
´ppl ` qa´ xq

que l’on peut encore écrire :

fpxq “ fpx`
o q`

ÿ

pPZ
bp

ÿ

q1“q´rxo´pl
a

s`ě1

Y
`px ´ pl ´ rxo ´ p

a
s`a ´ q1aq

´
ÿ

pPZ
bp

ÿ

q1“q´rxo´pl
a

s`ď0

Y
´ppl ` rxo ´ pl

a
s`a ` q1a´ xq

13. En effet :
ÿ

p

bp “
ÿ

p,q

r´
pl

a
s´bp,q “

ÿ

0ďpl`qaăa

fppl ` qa`q ´ fppl ` qa´q “ fpaq ´ fp0q “ a

car f est totalement discontinue.
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Or on reconnaît dans
ř

ně1 Y
`px´nq ´ř

nă0 Y
´pn´ xq la fonction partie entière r s`.

Donc :

fpxq “ fpx`
o q `

ÿ

pPZ
bprx´ pl

a
´ rxo ´ pl

a
s`s` (13)

Soit un état de phase δ, on a :

@n P Z, Un “ fpnl ` δ`q

“ fpx`
o q `

ÿ

pPZ
bprpn´ pql ` δ

a
´ rxo ´ pl

a
s`s`

On prendra donc xo “ δ et on pose Mn “ rnl`δ
a

s`. On trouve :

Un “ fpδ`q `
ÿ

pPZ
bppMn´p ´ M´pq

“ fpδ`q `
ÿ

pPZ
bppMn´p ´ Mn´p´1 ` Mn´p´1 ´ Mn´p´2 ` . . .

`M1´p ´ M1´p ´ M´pq

Soit σn “ Mn`1 ´Mn, on a σn “ 0 ou 1 (cf annexe VIII). Soit dn “ řn´1

k“´8 bk, alors :

Un “ fpδ`q `
ÿ

pPZ
bppσn´p´1 ` σn´p´2 ` . . .` σ´pq

“ fpδ`q `
ÿ

pPZ
σppdn´p ´ d´pq (14)

Les dn sont les discommensurations effectives (figure 12) ; on a exprimé les états fonda-
mentaux comme une somme de discommensurations. Cette décomposition a déjà été
introduite lors de la contruction des états incommensurables, sous la forme d’une dis-
tribution de défauts de phase. Il s’agissait dans ce cas de fixer la structure des numéros
de puits Mn, et les atomes, partant d’une configuration Un “ aMn ne devaient pas
relaxer trop loin. Ici, les atomes ne s’éloignent pas non plus de la position aMn ; il y a
une correspondance immédiate entre les deux décompositions.

Quand on décrit un état incommensurable par une distribution de défauts, l’éner-
gie de l’état incommensurable sera donnée par celle de l’état à partir duquel on l’a
construit, plus la somme des énergies des défauts. Ceci ne donne pas une contribution
infinie à l’énergie de l’état incommensurable, puisque, lorsqu’on l’approche à partir des
approximations diophantiens ζp, la densité de défauts (exprimée en unité de phase)
supplémentaire à chaque étape vaut |ζp`1 ´ ζp| et tend rapidement vers zéro.

ζ Défectibilité

Pour obtenir cette décomposition, on a introduit la variable discrète σn P 0, 1 qui est
liée à Mn. Les suites σn (et Mn) autorisées sont celles qui représentent les structures in-
commensurables à la section 1.8. Si l’on choisit une autre suite σo

n (et Mo
n), quelconque,

on introduit des défauts de structure : on peut les décomposer comme une distribution
de défauts de phase δϕn. Supposons par exemple qu’on a introduit le défaut de phase
δϕ “ δn,no

δϕ localisé au site no. La question de la défectibilité revient finalement au
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Figure 12 – Discommensuration effective obtenue par ordinateur, pour le modèle de
Frenkel & Kontorowa.

problème suivant. Si on met les atomes n dans les puits Mn “ rnl`α`δϕn

a
s`, vont-ils

relaxer vers la configuration

Un “ fpδ`q `
ÿ

pPZ
bppMo

n´p ´ Mo
´pq

“ fpδ`q `
ÿ

pPZ
σo
ppdn´p ´ d´pq

Si oui, l’insertion d’un défaut de structure localisé en no, δϕ, aura simplement causé
une modification de structure bn´no

, donc très localisée autour de no.
On pourra alors analyser les défauts suivant la décomposition d’un rapport incom-

mensurable ζ en approximants rationnels. Les défauts d’un état excité apparaissent lors-
qu’on ne peut plus décomposer sa structure à l’ordre de commensurabilité ζn “ rn{sn
comme une répartition fondamentale, ζn étant la nème approximation diophantienne de
ζ .

La défectibilité est prouvée à la partie suivante. Ce résultat est en fait approximatif,
et d’autant plus valable que les états sont peu excités. On obtiendra alors un modèle
de pseudo-spin, représentés par les σn, qui peuvent prendre des valeurs arbitraires.

Quand on récrit l’hamiltonien en fonction des σn, pour un couplage assez petit, on
trouve une interaction à nombre fini de particules, et à distance finie. Mais, quand on
se rapproche de la transition, le nombre de particules en interaction et la portée de
ces interactions vont augmenter pour exploser à la transition. On ne peut plus alors
décrire le système par une variable discrète, et cette approche sera invalide.

g Transition : brisure de symétrie sur l’espace des états fonda-
mentaux

On passe par une transition quand on fait varier le couplage. Ce résultat qui est
obtenu à une dimension n’est pas une anomalie, puisqu’on le définit uniquement dans
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Figure 13 – Courbes numériques de la fonction enveloppe, pour le modèle de Frenkel &
Kontorowa [17]. On a représenté deux situations extrèmes, où la fonction est très proche
du système cristallin (à gauche) ou du système aléatoire (à droite). Mais, la transition
est très accentuée, et on observerait ces différences pour des couplages proches de la
transition.

l’espace des états fondamentaux, dont la dynamique se trouve alors figée ; autrement
dit, on se place toujours à température nulle.

Cette transition est due à un changement de symétrie des états fondamentaux.
Cependant, il ne s’agit pas de la symétrie vérifiée par chacun, mais de la symétrie
vérifiée par l’ensemble de ces états. L’action initiale étant invariante par les symétries
G1 et G2, cet espace vérifie obligatoirement les mêmes symétries. Cependant, il existe
un changement fondamental à la transition : la symétrie qui opère continûment, comme
cela est attendu, pour les forts couplages, opère de façon discrète sur cet ensemble, en
deçà de la transition. (Voir à la fin de l’annexe IV). On peut notamment décrire le
système à petit couplage par une variable discrète (le pseudo-spin, qui a été introduit
à la section précédente ; ça ne concerne pas spécialement les états fondamentaux, et on
le reverra dans les parties suivantes).

Pour mettre explicitement en valeur le changement de symétrie qui a lieu au ni-
veau de la transition, on admet que les fonctions enveloppe, dont on sait qu’elles sont
analytiques à suffisamment grand couplage (en application du théorème de K.A.M.)
restent analytiques dans tout le domaine où elles sont continues. Et, de même, qu’elles
deviennent totalement discontinues dès que l’on est au dessous de la transition, ce
que l’on sait démontrer seulement pour les petits couplages. Il était donc bien justifié
d’introduire un paramètre de transition ℓc.

Cette transition n’est définie que pour les régimes incommensurables, mais comme
les fonctions enveloppe des approximants diophantiens ζi de ζ convergent uniformément
vers la fonction enveloppe f associée à ζ (cf annexe I), on verra numériquement la
transition apparaître progressivement sur l’image des fonctions enveloppe des rapports
commensurables, qui sont les seules que l’on sache calculer par ordinateur, au fur et à
mesure que ζi tend vers ζ (fig 13).

On a donc bien observé numériquement cette transition [24]. On a aussi pu généraliser
ces résultats pour le modèle de Holstein-Peierls : on peut en effet introduire une fonction
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enveloppe pour ce modèle, bien qu’on n’ait pas démontré son existence [24].
D’autre part, on montre que le couplage critique ℓc est infini pour les systèmes

commensurables [4], ce qui était prévisible, puisque ces états ne sont pas, d’une part,
concernés par le changement de symétrie, et d’autre part, la fonction enveloppe de
ces états commensurables est une fonction discontinue, qui correspond donc au régime
non-analytique, et ces systèmes sont effectivement défectibles.

Aussi paradoxalement, les états commensurables nous permettent d’observer les
propriétés des états analytiques, quand on fait tendre le rapport de commensurabilité
vers un irrationnel - et ce grâce à la continuité de nombreuses quantités physiques
en fonction de ce rapport - ; et ils possèdent pourtant les caractéristiques des états
non-analytiques.
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C Étude des solutions en perturbation

1 Motivations

On a vu, dans la partie précédente, l’existence de deux régimes très distincts des
systèmes incommensurables, suivant que le couplage est grand ou petit.

Quand le couplage est assez grand, le système ressemble à un système cristallin,
où l’on décrit les excitations en terme de phonons étendus de très faible masse, qui
se propagent. Par contre, quand le couplage est plus petit, les défauts sont accrochés,
localisés : on décrit le système grâce à des défauts élémentaires en interaction, et on se
rapproche fortement d’un système aléatoire, avec une variable discrète.

En particulier, quand le couplage est infini, le système est purement cristallin, et
quand il est nul, le système est complètement chaotique.

Il est donc naturel, pour essayer de bien caractériser ces deux régimes différents, de
rapprocher les systèmes à petit couplage des systèmes à couplage nul, et les systèmes
à grand couplage du système à couplage infini.

Plus précisement, on va perturber les états correspondant aux cas limites, pour
obtenir des états correspondant au petit (ou grand) couplage. On décrit les états comme
des perturbations d’états connus, et on démontre ainsi rigoureusement leurs propriétés
(analytiques pour les grands couplages, ou chaotiques pour les petits).

C’est la seule preuve exacte de l’existence de ces deux régimes.

En ce qui concerne le régime non-analytique, on englobe, par cette approche, les
états métastables, ou même stationnaires, qui seuls permettent de définir un caractère
aléatoire à petit couplage.

Ces systèmes demeurent très difficiles à résoudre, et en particulier, on devra imposer
des contraintes supplémentaires : bien que l’espace des états soit réduit, on montrera
qu’une grande partie des états métastables s’obtiennent bien par prolongements des
états à couplage infini (ou nul). L’intelligence de cette approche consiste justement à
s’affranchir des autres états, pour comprendre les traits généraux de ces régimes.

2 Développement autour du couplage infini

On va d’abord s’intéresser au développement à grand couplage. Je reprends les
travaux déjà existants, et qui ont été déjà utilisés par Serge Aubry.

Pour l’étude des régimes analytiques, on utilise le théorème de K.A.M. . Ce théorème
ne s’applique en fait qu’au modèle de Frenkel & Kontorowa original.

Il est nécessaire d’écrire les équations en fonction du paramètre g dans les deux
sections suivantes, à cause de la continuité par rapport à g en zéro des solutions.
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a Théorème de K.A.M.

On transforme le système statique pUnqnPZ en un problème dynamique, où n joue
le rôle d’un temps, et en introduisant une application T : Un`1 “ T pUmq à partir des
équations de stationnarité. On considère le modèle original pour lequel W pxq “ 1

2
x2 et

V pxq “ gp1 ´ cospxqq. On montre facilement que le modèle de Frenkel & Kontorowa
est équivalent au problème de l’application standard T : pUi, piq Ñ pUi`1, pi`1q avec :

"
Ui`1 “ Ui ` pi`1

pi`1 “ pi ` g sinpUiq

avec pi “ Ui ´ Ui´1.
Le théorème de K.A.M. [28], dans le cadre de cette application standard, établit que

les solutions à paramètre nul sont prolongeables analytiquement quand g n’est pas
trop grand. La démonstration du théorème est très technique. Le point essentiel est
que le résultat ne se démontre que pour les ζ irrationnels et n’étant pas des nombres
de Liouville. Les ζ rationnels sont exclus comme on s’y attendait, puisque, comme je
l’ai signalé auparavant, ils sont toujours dans le régime non-analytique. Cependant,
l’ensemble des ζ , sur r0, 1s, pour lesquels on démontre le théorème est de mesure 1.

b Cas du modèle de Holstein-Peierls

Les électrons et les phonons sont couplés par l’équation (2) :

Un “ ´g
ÿ

µ occ

|ψµ
n |2

On suppose que tous les états d’énergie inférieure à l’énergie de Fermi sont occupés.
Cependant, si l’on admet que, physiquement, les atomes sont toujours plus près de
l’équilibre que les électrons, et en particulier, que la configuration électronique peut être
momentanément excitée sans que les atomes aient le temps de bouger, on peut définir,
dans le système, des états stationnaires instables, en adoptant un autre choix des états
électroniques occupés : on comprend certains états électroniques excités dans la sommeř

µ occ, mais ils sont fortement instables et ils doivent se désexciter immédiatement.
Cela correspond expérimentalement au phénomène d’absorbtion infra-rouge.

Par ailleurs, on peut remarquer qu’une répartition électronique uniforme est tou-
jours une solution stationnaire du modèle. On a alors :

@n P Z, Un “ ´gζ

et les solutions de l’équation de Schrödinger

´ψµ
n`1 ´ ψ

µ
n´1 ` gζψµ

n “ Eµψµ
n

sont :

ψn “ eikn?
S

où S est le nombre d’atomes du système. On cherche les solutions de ce type qui sont
stationnaires.
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Il y a S niveaux de quantité de mouvement k “ 2πµ

aS
remplis et la limite, quand S

devient infini, de 1
S

ř
µ est 1

2π

şkf
´kk

dk, ou plutôt, en profitant d’une double dégénéres-
cence en k, on redéfinit la quantité de mouvement et on parcourt un espace des phases
réduit, et on trouve : 2

π

şkf
0
dk.

D’où, l’équation de stationnarité en Un s’écrit :

Un “ ´g
ÿ

k

| eikn?
S

|2 “ ´g 2

π

ż kf

0

dk “ ´2g

π
kf

Mais : ÿ

n

| eikn?
S

|2 “ 1 et
ÿ

k

ÿ

n

| eikn?
S

|2 “ ζN donc
2

π

ż kf

0

dk “ ζ

donc, on retrouve Un “ ´gζ , donc cette équation est bien vérifiée. Donc l’état uniforme
est bien solution.

Quand le couplage est nul, ceci est trivialement une bonne solution, puisqu’alors les
phonons et les électrons sont découplés. Dès que le couplage est non nul, apparaît une
instabilité de Peierls, et cet état est modulé périodiquement. On retrouve exactement
le schéma de Peierls, que nous allons redémontrer explicitement dans ce cas.

En dérivant formellement, ou par la théorie des perturbations, on obtient :

BH
BUn

“ Un `
ÿ

µ occ

BEµ

BUn

“ Un`g
ÿ

µ occ

|ψµ
n |2

et l’opérateur dynamique D vaut

Dn,m “ B2H

BUnBUm

“ δn,m ` B2Eµ

BUnBUm

“ δn,m ´ 2g2
ÿ
µ occ

µ1

ℜpψ
µ1

n ψ̄
µ1

mψ
µ
mψ̄

µ
n

Eµ ´ Eµ1 q

et, par symétrie

“ δn,m ´ 2g2
ÿ
µ occ

µ1 vide

ℜpψ
µ1

n ψ̄
µ1

mψ
µ
mψ̄

µ
n

Eµ ´ Eµ1 q

donc, dans l’état défini au dessus, on trouve un opérateur :

“ δn,m ` g2

S2

ÿ

k,k1

eik
1n e´ik1m eikm e´ikn

cosp2k1q ´ cosp2kq
qui devient quand S Ñ `8

“ δn,m ` 4g2

π2

ż kf

0

dk

ż π
2

kf

dk1 eik
1n e´ik1m eikm e´ikn

cosp2k1q ´ cosp2kq

Pour savoir si cet opérateur est positif ou non, on va faire agir la forme quadratique
correspondante sur un état tel qu’on sache en calculer exactement l’expression. On va
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faire agir cet opérateur D sur φo “ 1?
S

eikon, avec 0 ď ko ď kf . (J’ai remis ici un terme
contenant la taille S du système. Pour être rigoureux, il suffirait de prendre l’expression
initiale avec S fini, et de prendre la limite seulement après). On a :

xφo|D|φoy “ 1 ` 4g2

π2

ż kf

0

dk

ż π
2

kf

dk1 1

S

ÿ

n,m

eipk
1´k´koqpn´mq

2 sinpk ` k1q sinpk ´ k1q

comme ici
1

S

ÿ

n

eikn “ π

2
δpkq, on trouve :

“ 1 ` g2

π

ż kf

0

dk

ż π
2

kf

dk1 δ1k1 ´ k ´ koq
sinpk ` k1q sinpk ´ k1q

“ 1 ` g2

π sinpkoq

ż 2kf`ko

2kf´ko

dq
1

sinpqq

“ 1 ` g2

π sinpkoq
r logptgpx

2
qs2kf`ko

2kf´ko

Or, pour tout kf P r0, π
2
s, donc tout ζ P r0, 1s, il existe p P Z tel que ko “ ˘p2kf ` pπq.

Pour cette valeur, l’argument du logarithme tend vers ´8, donc, on a trouvé explicite-
ment une solution telle qu’elle réduise l’énergie au second ordre. Bien sûr, la divergence
n’est que mathématique, de même qu’une onde rigoureusement plane n’est qu’un outil
de calcul 14.

La valeur de ko correspond à une modulation du réseau, qui est, comme on s’y
attendait d’après le calcul de distorsion de Peierls, liée au niveau de Fermi.

Il apparaît une modulation spontanée du réseau dès que le couplage est non nul.
On ne sait pas résoudre exactement les états, ni même montrer que les solutions sont

14. Dans les calculs précédents,
ş

dq
sinpqq est supposé convergent, sauf si la divergence se produit aux

bords. 1
sinpqq est donc en réalité la partie principale, au sens des distributions. Si l’on refait les calculs

précédents avec une perturbation physique quelconque
φopnq “

ş
fko

pkq e´ikndk où j’ai indicé la fonction par ko pour indiquer que l’on prendra de préfé-
rence une fonction qui prend ses valeurs essentiellement autour de ko (mais, elle peut être en fait
complétement générale et alors, on oubliera l’indice), on trouve :

xψo|D|ψoy “ 1 `
4g2

π2

ÿ

n,m

ż
dkf̄ko

pkq eikm

ż
dqdq1 eiqn e´iqm eiq

1m e´iq1n

cospq1q ´ cospqq

ż
dk1fko

pk1q e´ik1n

“ 1 ` g2

ż
dk

ż
dk1fko

pk1qf̄ko
pkq

ż
dqdq1 δpk ´ k1qδpk ´ q ` q1q

sinpkq sinpq ` q1q

“ 1 ` g2

ż π
2

0

dk

ż 2kf`k

2kf ´k

dq̃
1

sinpkq sinpq̃q
|fko

pkq|2

où q̃ “ q ` q1

“ 1 ` g2

ż π
2

O

dk
1

sinpkq
|fko

pkq|2 log

ˆ
tgpkf ` k{2q

tgpkf ´ k{2q

˙

Cette dernière intégrale est bien finalement convergente, mais on peut la rendre aussi négative que
possible en prenant fko

suffisamment pointue en une valeur de ko reliée à kf comme je l’ai fait dans
le calcul précédent. Donc, l’inf des valeurs prises par la forme quadratique D est bien ´8.
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continues en g. Il est impossible de relier analytiquement ces états aux ondes planes qui
peuvent exister à couplage nul. Par contre, lorsque l’on prend la limite d’un état quand
g tend vers zéro, on obtient (c’est une conjecture) un état modulé qui est solution
(brisure spontanée de symétrie à g “ 0).

3 Développement autour du couplage nul

Nous allons donc maintenant montrer des résultats analogues sur les prolongements
des solutions à couplage nul (on exprime à nouveau toutes les équations en fonction
de ℓ, qui est maintenant nécessaire car les solutions sont continues par rapport à ℓ en
zéro).

Certaines approches, comme l’approximation de l’espace discret à un continuum,
escamotent complètement le problème et ne peuvent prédire l’existence du régime non-
analytique. Pourtant, l’étude de ce régime, que nous allons entreprendre est relative-
ment moins délicate que celle du régime analytique, à grand couplage, et les résultats
seront beaucoup plus généraux, par exemple, ils seront valables pour tout rapport
ζ , pour divers modèles, et à toute dimension, tant que la variable, pour laquelle les
résultats s’appliquent, reste scalaire, (ou vectorielle si l’on impose des contraintes sup-
plémentaires), en supposant que les fonctions du problèmes soient assez régulières.

a Principe de base

Le principe de base est d’extraire explicitement des solutions qui sont des prolonge-
ments d’un solution à couplage nul, puis de remarquer que l’on a ainsi obtenu, parmi
des états aléatoires, presque tous les états fondamentaux ou faiblement excités 15.

Bien sûr, ce qu’on espère est d’obtenir la continuité des solutions en fonction de ℓ.

b Développement en série entière

La première méthode, la plus immédiate, est de démontrer que ces développements
sont analytiques. On cherche à priori une solution développable en série entière en
fonction de ℓ, puis on montre que le rayon de convergence n’est pas nul, ce qui nous
fournit ainsi un couplage en deçà duquel le résultat est vrai.

Je présente en annexe VII une démonstration valable pour le modèle de Frenkel &
Kontorowa original. Cependant, on ne sait pas donner une forme simple, donc calcu-
lable, du rayon de convergence.

c Application du thèorème du point fixe

Aussi, je vais essayer par la suite de montrer un résultat moins fort, mais plus
général. On récrit l’équation de stationnarité du problème vérifiée par les Un, qui sont
les variables qui nous intéressent, pour chaque système, en une équation de point fixe :

FnpUmq “ Un

15. On montre, en fait, pour le modèle de Frenkel & Kontorowa, que l’on obtient ainsi tous les états
fondamentaux ; et pour le modèle de Holstein-Peierls, on en a de fortes présomptions.
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où j’ai écrit chaque composante d’un opérateur F , qui sera choisi en fonction du pro-
blème.

On va utiliser alors le théorème du point fixe dans les espaces de Banach [29] : Si l’on
définit une suite pUk

nqnPZ dans un tel espace par :

Uk`1
n “ FnpUk

mq

et si l’on vérifie les conditions usuelles des théorèmes du point fixe, alors, elle converge
vers une limite pU8

n qnPZ, qui est un point fixe de F , donc un état stationnaire. De plus,
si la fonction dépend continûment du couplage ℓ, alors, le théorème assure également
la continuité de la solution par rapport à ce paramètre.

Ceci est bien sûr un schéma général de la méthode, et je vais préciser par la suite
le détail de cette approche. On aura ainsi montré que l’on peut prolonger les solutions
à ℓ nul en solution à ℓ non nul.

d Théorème dual de K.A.M.

On va se consacrer, dans cette section, au modèle de Frenkel & Kontorowa.
On va montrer que l’on peut prolonger de façon analytique l’ensemble des solutions

à ℓ “ 0 pour un ℓ non nul. Cette démarche est très analogue à celle du théorème de
K.A.M., qui, bien que transposé au problème de l’application standard, montre que l’on
peut prolonger les solutions à g “ 0 de façon analytique. C’est pourquoi ce résultat
peut être appelé dual de K.A.M. (on a cependant besoin d’une condition sur ζ pour
démontrer le théorème de K.A.M., ce qui n’est pas nécesaire ici).

On trouvera le détail des calculs qui suivent dans l’annexe VIII correspondante tan-
dis que je présente ici la trame principale. Par ailleurs, ces résultats vont être également
publiés dans un article de revue scientifique [30].

On revient au modèle discret, ainsi on aura accès à un espace d’états métastables
beaucoup plus vaste, ce qui permet de caractériser de façon beaucoup plus nette le
caractère aléatoire des solutions obtenues. On se restreint par simplicité à un potentiel
élastique ordinaire W pxq “ 1

2
x2.

α Étude à couplage nul

On va d’abord étudier l’ensemble des solutions à couplage nul, ℓ “ 0, et mon-
trer qu’elles forment un espace totalement aléatoire. Les équations de stationnarité du
modèle discret original s’écrivent

V 1pUnq “ 0

Les Un prennent n’importe quelle valeur des extrema du potentiel : les atomes peuvent
se placer sur n’importe quel extremum du potentiel. Les configurations avec un atome
à un sommet du potentiel correspondent à des états stationnaires instables. Les états
fondamentaux sont les configurations où tous les atomes “tombent” dans un minimum
du potentiel (figure 14). Ils forment un ensemble totalement dégénéré. La dégénéres-
cence des états fondamentaux, qui est capitale, disparaîtra dès qu’on suivra ces états
par continuité.

Si les puits sont simples, avec la convention de la section 1.2, partie II, selon laquelle
leur position est alors aMn où Mn P Z est le numéro du puits, les états fondamentaux
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Figure 14 – Pour un inverse suffisamment faible, les atomes se placent tous aux fonds
ou aux sommets des puits.

vérifient Un “ aMn. Si on autorise les nombres Mn demi-entier, on décrit un état
instable, et l’ensemble des états stationnaires vérifient donc une telle relation. En par-
ticulier, ces nombres sont quasiment aléatoires à deux contraintes près : d’une part, ils
doivent vérifer la condition (1), qui définit le remplissage global des atomes ; et d’autre
part, la fonction n ÞÑ Mn doit toujours être croissante. Pour un système de longueur
finie, la première condition est assurée dès que l’on fixe le nombre d’atomes ; et la
deuxième condition est réalisée simplement en prenant un système sans contrainte et
en faisant le quotient de l’espace des états par tous les groupes discrets de permuta-
tions sur les numéros de puits. Ainsi, le choix des puits est totalement aléatoire pour
un système fini, et possède une contrainte très faible quand on fait tendre la taille vers
l’infini 16.

β Étude à couplage non nul

Quand on introduit un couplage, donc un ℓ non nul, on va montrer qu’il existe des
prolongements continus des solutions à ℓ “ 0, qui sont des solutions métastables (ou
stationnaires).

Pour utiliser le théorème du point fixe, il faut définir un opérateur F précis, qui
permette d’exprimer les équations de stationnarité.

On va d’abord définir implicitement l’opérateur, de la façon suivante : soit Uk
n des

variables, telles que :
Uk`1
n “ FnpUmmPZq

alors, on a :
ℓpUk

n`1 ` Uk
n´1 ´ 2Uk

nq ` V 1pUk`1
n q “ 0

Si la suite ainsi définie pour les k P Z converge, sa limite sera un point fixe de F ,
et elle vérifiera bien les équations de stationnarité.

Il est logique d’associer les termes initiaux de chaque récurrence au petit paramètre
ℓ, afin d’éviter toute divergence 17.

16. Les états fondamentaux (et les états stationnaires) forment un espace aléatoire, que l’on n’a
pas obtenu en prolongeant les états fondamentaux à petit couplage, dans la partie précédente. Les
solutions décrites par la fonction enveloppe à couplage nul définissent un espace beaucoup moins
aléatoire : on a, en effet, Cv

S choix, où S est le nombre de particules, et v le nombre de valeurs prises
par la fonction (donc inférieur ou égal au nombre des minima du potentiel, qui est souvent un), parmi
2S états possibles. L’entropie tend vers zéro. Par contre, l’ensemble des états fondamentaux couvrent
presque tout l’espace des phases possibles : on a 2S choix, et l’entropie tend vers lnp2q.

17. Notons au passage, que, dans la démonstration du théorème de K.A.M., on fait également
intervenir le théorème du point fixe avec une fonction définie implicitement par :

Uk`1
n`1 ` Uk`1

n´1 ´ 2Uk`1
n ` gV 1pUk

nq “ 0

45



Pour passer de la définition implicite à une expression connue de F , on montre
(dans l’annexe VIII), quand ℓ est suffisamment petit, que les atomes ne peuvent pas
quitter la partie convexe (ou concave) du minimum (ou maximum) du potentiel dans
laquelle ils sont. Or, lorsque l’on impose l’extremum dans lequel est chaque atome, on
définit une détermination explicite de V 1´1 localement, (ce n’est pas la même suivant
les atomes), ce qui permet de connaître exactement F .

Pour démontrer cela, on doit imposer une condition sur les positions des extrema
correspondant à une configuration donnée, que l’on notera Pn. S’il n’y a qu’un puits
par période, quand Pn correspond à un minimum, on a Pn “ aMn, Mn P Z et quand
Pn correspond à un maximum, on a Pn “ aMn ˘ a

2
. La condition sera :

|Pn`1 ` Pn´1 ´ 2Pn| ď m (15)

où m est une longueur donnée.
On notera A le sous-espace des états pUnqnPZ tels que leurs extrema pPnqnPZ soient

fixés et vérifient la condition (15) et on se placera sur A pour appliquer le théorème du
point fixe. Cette condition se répercute sur les Un. En effet, le fait que les atomes ne
quittent pas la partie convexe (ou concave) du potentiel où ils se trouvent s’exprime
encore par

´a

2
` b ď Un ´ Pn ď a

2
` b

où b est la position du milieu de cet extremum, donc dépendant de Un, et on a majoré
la largeur de la partie convexe par a. D’où

´a` 2b ´ a´ 2b ď Un`1 ` Un´1 ´ 2Un ´ pPn`1 ` Pn´1 ´ 2Pnq ď a ` 2b` a ´ 2b

d’où finalement la relation

|Un`1 ` Un´1 ´ 2Un| ď m` 2a

Cette relation exprime le niveau de désordre que l’on tolère. Il faut noter qu’elle est
assez peu contraignante, en tout cas beaucoup moins contraignante qu’une condition
|Un`1 ´ Un| borné, ou pire, |Un ´ nl| borné, comme pour les états fondamentaux à
densité donnée.

A chaque itération, les atomes ne changent plus d’extremum et on reste toujours
dans le sous-espace A dans lequel la fonction est définie. Pour appliquer le théorème
du point fixe, on doit noter que A est complet, parce que fermé, au sens de la topologie
sur les Banach sur les Un.

On remarque finalement (dans l’annexe VIII) que la fonction est bien contractante
sur A, et donc, la suite ppUk

nqnPZqkPN définie plus haut est bien convergente, au sens de
la topologie du Banach, donc uniformement par rapport à n et le théorème s’applique
bien.

On prendra comme condition initiale de la suite :

U0
n “ Pn

Donc le raisonnement est analogue, mais on fait intervenir l’inverse de l’opérateur ∇ défini par

∇n,m “ δn,m`1 ` δn,m´1 ´ 2δn,m

ce qui conduit au problème des petits dénominateurs, etc.
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Les Pn sont également les positions des extrema de la solution limite, puisque les atomes
ne “bougent” pas trop lors du processus, et donc par le théorème du point fixe, il y a
unicité de la solution en fonction des U0

n, donc des Pn, donc des extrema dans lequel
se trouve chaque atome : les Un dépendent uniquement des Pn.

Comme la dépendance de F en ℓ est continue, les solutions sont également continues
en le paramètre ℓ, et définies jusqu’à un paramètre ℓpmq limite qui est le plus grand ℓ
autorisé pour que les conditions du théorème du point fixe soient vérifiées.

A tout état stationnaire correspond une borne m : on a en effet

|Un`1 ` Un´1 ´ 2Un| “ 1

ℓ
|V 1pUnq|

ď 1

ℓ
sup
x

|V 1pxq| “ K

ℓ

où K “ sup |V 1| ; donc, il suffit de prendre m “ rK
ℓ

s´ ` 1. Cependant, on ne peut
obtenir, à priori, tous les états stationnaires, ni même métastables, du système : Pour
un ℓ donné, il existe toujours des états qui vérifient :

|Pn`1 ` Pn´1 ´ 2Pn| ą mpℓq

où ℓ ÞÑ mpℓq est la fonction inverse de m ÞÑ ℓpmq.
Toutefois, on obtient une très large classe d’états. En particulier, les états qui vé-

rifient cette condition ne définissent pas nécessairement une densité ζ homogène : on
peut facilement construire des états auxquels correspond une densité ζ asymptotique à
´8, différente d’une densité ζ 1 asymptotique à `8. On peut même extraire des suites
qui ne définissent aucune densité : ce sont des trajectoires balistiques ; par exemple,
Pn “ npn`1q

2
.

γ “Gap” de phonon

Nous allons nous intéresser au spectre des phonons. Si l’on néglige les termes anhar-
moniques, les phonons sont simplement régis par l’équation des petits mouvements :
soit δ “ pδnqnPZ une variable de phonon et D la matrice dynamique 18, on écrit (cf
annexe IV)

Dδ ` B2δ

Bt2 “ 0

Or, F etant contractante, les valeurs propres de D sont, en valeur absolue, d’une part
minorées par d ą 0, et d’autre part majorées. Cela est démontré dans l’annexe VIII.
On en déduit qu’il existe un “gap” de phonon.

On peut alors, dans le cadre du modèle de Frenkel & Kontorowa, caractériser et
distinguer les états métastables et les états seulement stationnaires.

δ Caractérisation simple états métastables-états stationnaires

Bien que l’étude des états stationnaires soit intéressante pour la dynamique (voir
la partie sur le chaos), on cherche davantage à connaître les états métastables et on
voudrait donc les caractériser simplement. Il suffirait de vérifier que la matrice des

18. Dn,m “ B2H
BUnBUm
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dérivées seconde D calculée sur un état stationnaire pUo
nq est positive pour démontrer

qu’il s’agit alors d’un état métastable 19.
Lorsque l’on perturbe un état à partir du couplage nul, si on place tous les atomes

dans des minima, on est sûr alors d’obtenir un état métastable. En effet, si l’on prend
un système fini (périodique) de taille S, la matrice des dérivées secondes s’écrit :

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

a1 ` a2 ` c1 a2

a2 a2 ` a3 ` c2

. . .

. . .

aS
aS aS ` aS`1 ` cS

˛
‹‹‹‹‹‹‚

où on pose : ai “ ℓW 2pUi ´ Ui´1q et ci “ V 2pUiq qui sont positifs ici puisque l’on est
dans les parties convexes des puits, et aS`1 “ a1.

La forme quadratique correspondante s’écrit alors :

Sÿ

i“1

pai ` ai`1 ` ciqx2
i ` 2

Sÿ

i“2

aixi´1xi “
Sÿ

i“2

aipxi ´ xi´1q2 `
Sÿ

i“1

cixi2

ą 0

Donc, lorsque l’on passe à la limite d’un système de taille infinie, la forme est encore
positive, et tous les états situés dans les fonds des puits de potentiel sont métastables.

Inversement, dès que l’on obtient un état stationnaire dont un atome est situé à un
sommet de potentiel, il est instable : en effet, soit un système fini ayant un atome à
un sommet, fixons les extrema et laissons varier le paramètre ℓ ; pour ℓ “ 0, la matrice
des dérivées secondes étant alors diagonale et ses termes diagonaux donnés par V 2pUiq,
elle est trivialement non positive. Si l’on suit une valeur propre λ négative continûment
en faisant varier le paramètre ℓ, elle restera négative, puisque l’on ne peut pas franchir
zéro, qui n’appartient pas au spectre. Mais, comme elle vérifie λ ă ´d d’après la section
précédente, on peut faire tendre la taille du système vers l’infini. Donc, il suffit qu’un
seul atome soit sur un maximum du potentiel pour que l’état soit instable.

19. L’espace de Banach dans lequel on se place est muni de la norme uniforme. Si l’on perturbe
cet état Uo

n par δUn normé, tel que Uo
n ` δUn soit croissant avec n, on écrit le développement de

Taylor-Young de l’énergie sous la forme

EpUo
n ` δUnnPZq “ EpUo

nnPZq `
ÿ

m

δUm

BH

BUm

pUo
nnPZq

`
ÿ

m,p

δUm

B2H

BUmBUp

pUo
n ` θδUnnPZqδUp

où θ P r0, 1s et on utilise le fait que B2H
BUnBUm

existe, est continu et borné en tant qu’opérateur sur le

Banach
 

pUnqnPZ

(
. Comme BH

BUm
pUo

nnPZq “ 0 car Uo
n est un état stationnaire, la différence d’énergie

vaut ÿ

m,p

δUmDm,pδUp

elle sera donc positive dès que D sera positive. L’inégalité sera alors même stricte dans ce cas, ce qui
évite toute ambiguïté, car on a montré que D n’admet pas de valeur propre nulle.
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Je vais interpréter physiquement, dans la section suivante, le fait que, pour un
couplage donné et un m donné, l’espace des états que l’on obtient par prolongement
soit entièrement décrit par les variables correspondant aux extrema du potentiel des
numéros de puits des atomes.

Ces numéros décrivent l’espace tpPnq tel que @nPZ, Pn`1ąPn et |Pn`1`Pn´1´2Pn|ďmu
et peuvent donc, comme à couplage nul, être choisis de manière quasiment aléatoire.
Ainsi, le système est décrit par des variables discrètes, qui peuvent être prises de façon
aléatoire.

ǫ Modèle exact de pseudo-spin

Lorsque l’on impose une structure Pn arbitraire au système, il relaxe vers un état
métastable qui possède la même structure. Donc, on a bien démontré que le système
est défectible. On peut décrire les états stationnaires comme une distribution arbitraire
de défauts localisés, qui sont en fait des défauts de phase.

On va se restreindre, dans cette section, aux états métastables pour le potentiel
ayant un seul puits par période. Les atomes sont alors tous dans les minima des puits,
donc, on peut de nouveau décrire le système par les numéros Mn des puits. La condition
(15) |Pn`1 ` Pn´1 ´ 2Pn| ă m s’écrit maintenant |Mn`1 ` Mn´1 ´ 2Mn| ď h avec h
entier.

A couplage nul, on peut écrire n’importe quel état sous la forme (14)

Un “ K `
ÿ

pPZ
σppdn´p ´ d´pq

où l’on pose σn “ Mn`1 ´ Mn, K est une constante et dn “ Y
`pnq est un saut de

marche localisé à l’origine (Ypxq “ 1 si x ě 0 et nul ailleurs).
On décrit bien toutes les structures comme une distribution d’un objet “localisé” (la

marche d’escalier), et cela généralise entièrement la description des états fondamentaux.
Si l’on fait varier légèrement le couplage, on peut suivre chaque défaut continûment.

Cependant, alors que l’on peut décrire les états fondamentaux comme une superposi-
tion d’une même discommensuration, les défauts d’une structure excitée vont évoluer
différemment en chacun des sites où ils sont situés. Aussi, bien que la décomposition
en défauts localisés soit formellement valable, elle sera arbitraire, et il n’y a plus aucun
sens à parler d’une discommensuration permettant de décrire les états métastables.
Plus précisément, lorsque l’on essaye numériquement de caractériser un défaut élémen-
taire, on extrait une structure engendrée par une discommensuration fondamentale
(c’est-à-dire celle obtenue pour les états fondamentaux) et une structure apparem-
ment amorphe (c’est-à-dire que l’on ne sait absolument pas déconvoluer en un défaut
élémentaire). Lorsque l’état n’est pas trop excité, les discommensurations sont prépon-
dérantes, et on décrira donc, en première approximation, les premiers niveaux excités
par la formule (14), à petit couplage, où dn sera la discommensuration fondamentale.
Dans ce cas, la variable σn sera essentiellement bornée (puisque lorsque σn prend de
grande valeur, l’état correspondant est très désordonné, et donc très excité) et joue le
rôle d’une variable de spin ordinaire (il faut noter cependant que cette décomposition
est exacte pour le potentiel de paraboles raccordées, pour lequel on décrit tous les états
métastables par une discommensuration unique).
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Si l’on se restreint à ces états faiblement excités, en imposant par exemple que
σn décrit exactement l’espace ´J, . . . , J , J fixé, on peut finalement calculer l’énergie
d’interaction entre défauts, en substituant cette formule (14) dans l’hamiltonien initial
(discret) On trouve :

H “
ÿ

n

r1

2
p
ÿ

p

σppdn`1´p ´ dn´pqq2 ` V p
ÿ

p

σpdn´p ´ d´pqqs

Pour un potentiel de paraboles raccordées, l’énergie d’interaction décroît exponentiel-
lement avec l’“ordre” du défaut (voir annexe IIbis) :

Eint „ 1 ´ η

1 ` η
gηsn

où rn{sn est la n° approximation de ζ , et l’on a posé :

η “ 1 ` 1

2ℓ
´

b
ℓ ` 1

4

ℓ
ă 1

On peut également interpréter la limitation des états accessibles par prolongement
de façon physique : les états que l’on obtient sont décrits en terme de défauts. Lors de
l’étude des états fondamentaux, cette distribution de défauts était assurée d’être peu
dense, et donc facile à interpréter ; cependant, puisque cette description se généralise
aux états excités, la distribution de défauts de structure doit être encore bien définie,
donc pas trop dense ; les états auquels on n’a pas accès sont en fait ceux qui corres-
pondent à une densité telle qu’il n’y aurait de toute façon plus aucun sens à parler de
défauts de structure.

Il faut noter que toutes les démonstrations, concernant le prolongement analytique,
etc, ainsi que la description du fondamental, sont valables à n’importe quelle dimension.
(La généralisation des résultats pour le fondamental, comme la quasi-périodicité, reste
toutefois problématique).

On va maintenant procéder à une étude analogue pour le système de Holstein-
Peierls, qui est particulièrement intéressant d’un point de vue physique (je me place
toujours dans l’approximation adiabatique, et je m’interesse plus particulièrement aux
variables des phonons).

e Cas du modèle de Holstein-Peierls

α Cas du couplage nul

Je vais d’abord examiner les solutions à couplage nul, pour mieux comprendre le
système. Ce modèle est entièrement résolu en annexe V. On trouve finalement que
les solutions sont formées par des configurations où les atomes sont, soit totalement
occupés, soit totalement vides. Donc, la concentration électronique ρn P 0, 1. Et, on
distribue les atomes occupés comme on le veut, donc de façon totalement libre, avec
toutefois la condition (3) :

1

S

ÿ

n

ρn “ ζ

50



Tous ces états sont métastables et parfaitement dégénérés, la dégénérescence étant
levée dès que ℓ ‰ 0. (Il n’y a pas d’état instable, contrairement au modèle de Frenkel
& Kontorowa). Cependant, on profitera de la proximité entre les énergies de ces états.

On peut essayer d’interpréter cette répartition comme celle d’électrons totalement
localisés et indépendants. Mais, cela est en toute rigueur faux, car la perturbation en ℓ,
même avec une valeur infinitésimale, peut induire une symétrie spontanée : les limites
quand ℓ tend vers zéro des solutions à ℓ non nul sont les bons états physiques. Les
analyses numériques donnent, pour les différents états propres du hamiltonien, quand
le couplage devient petit, des états partiellement délocalisés : pour une configuration
de 55 atomes avec 21 électrons, et un couplage ℓ “ 0.25, ce qui est très faible, pour ce
modèle, on obtient grossièrement la figure 15.

Dans cette figure, les fonctions d’ondes des premiers états électroniques respectent
deux symétries, une centro-symétrie dans l’espace réel, et une symétrie de l’énergie
autour de la valeur centrale ; de ce fait, il sont tous (sauf un) répartis sur au moins
quatre sites, certains sur huit sites.

En plus de cette évidence numérique, on peut citer un cas, bien que non générique,
pour lequel on sait calculer explicitement les fonctions d’ondes et montrer qu’elles
sont délocalisées : si l’on considère une concentration entièrement périodique (ce qui
impose alors ζ rationnel à une dimension), on trouve des fonctions d’ondes électroniques
également périodiques, pour tout couplage, qui admettent une limite à ℓ “ 0.

β Cas général

L’ensemble des démonstrations sont détaillées dans l’annexe VI. Elles seront égale-
ment reprises dans des articles actuellement en préparation [31].

On se contentera donc de travailler avec les variables des phonons (Un), en “facto-
risant” et supprimant la contribution des électrons : on évite ainsi tous les problèmes
de localisation d’une fonction d’onde électronique particulière, bien qu’on calcule la
concentration totale électronique ρn, qui est celle mesurée expérimentalement (rappel :
ρn “ ´Un). On supposera que les électrons remplissent les premiers niveaux en énergie
jusqu’au niveau de Fermi, et pour chaque configuration pUnqnPZ, on résoudrait ensuite
l’équation de Schrödinger des électrons, avec ces Un.

Je vais définir l’opérateur F , qui sera utilisé pour l’application du théorème du
point fixe.

Soit un ℓ donné une fois pour toute, petit. Soit pUnqnPZ une répartition quelconque,
également fixée. On considère l’équation de Schrödinger (qui est l’équation de station-
narité pour les électrons), avec ces Un :

´ℓψµ
n`1 ´ ℓψ

µ
n´1 ` Unψ

µ
n “ Eµψµ

n

On résout formellement cette équation ; c’est-à-dire que l’on garde les premiers
niveaux jusqu’au niveau de Fermi. On définit alors

U 1
n “ FnpUmmPZq

“ ´
ÿ

µ occ

|ψµ
n |2

Si l’on montre qu’une suite pUk
nqnPZqkPN définie par :

Uk`1
n “ FnpUk

mmPZq
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Figure 15 – On représente les 21 premiers niveaux électroniques du système R
S

“ 21
55

et ℓ “ 0.25, par les traits horizontaux, correspondant aux 21 états occupés. L’axe des
abscisses représente les sites atomiques. Lorsque un état électronique est localisé sur un
site, on trace un carré noir, sinon rien. Le couplage est très petit, donc on est proche
de la solution décrite par le texte. Les solutions ont été trouvées numériquement, et ne
sont pas entièrement localisées sur un site (sauf le 11° niveau) mais sur quatre, voire
huit sites différents. On a mis en évidence, par ce dessin, deux symétries, une spatiale,
et une symétrie en énergie, qui n’est pas expliquée. Le système a été résolu avec des
conditions périodiques des sites atomiques (le 56° est le premier).
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converge, alors, sa limite vérifiera bien les équations de stationnarité, et, de plus, par
continuité avec le système à ℓ “ 0, on établira plus loin qu’il s’agit d’une solution
métastable.

Pour appliquer le théorème, on va devoir se restreindre aux états dont on sait à priori
qu’ils sont proches d’une solution avec des atomes vides ou occupés. Plus précisément,
on suppose qu’il existe τ, 0 ď τ ă 1

2
tel que les Un vérifient :

soit ´1 ď Un ď ´1 ` τ

soit ´τ ď Un ď 0

et on notera Aτ l’espace ainsi défini.
On se place sur cet espace Aτ et, de même que pour le modèle de Frenkel & Konto-

rowa, on trouve un ℓ maximum pour chaque τ donné, tel que le résultat soit vrai pour
tous les ℓ en deçà de cette valeur, que l’on note ℓpτq.

Dans ces conditions, on montre bien (dans l’annexe VI) que l’espace Aτ “ tUn P
r´1,´1 ` τ s Y r´τ, 0su reste stable par l’application F .

Pour prouver que F est contractante, on considère l’opérateur ∇F défini par

∇Fn,m “ BFn

BUm

pUppPZq

En effet, dans ce cas, F est contractante (strictement) si et seulement si la norme
d’opérateur de ∇F est inférieure (strictement) à 1.

On démontre bien (cf annexe VI) que F est contractante et on peut appliquer le
théorème du point fixe. Par ailleurs, F est continue en ℓ, donc, on a trouvé des solutions
Unpℓq continues en ℓ, telles que Unp0q soit une solution quelconque à ℓ “ 0. Donc, à
postériori, les atomes sont bien, soit presque occupés, soit presque vides.

Dans l’espace Aτ ainsi accessible, l’unicité de la solution démontre que ce choix des
atomes vides ou occupés caractérise entièrement les états. On peut décrire le système
à l’aide d’une variable discrète. Notons par exemple

Mn “ O si Un ą ´1

2
et

Mn “ 1 si Un ă ´1

2

Bien sûr, les Un ne prennent pas exactement les valeurs 0 et 1 : on pourra les écrire
comme une convolution des Mn faisant intervenir un objet dn très localisé en un site,
presque nul ailleurs, et qui représente l’extension de l’atome :

Un “
ÿ

p

Mpd
p
n´p

où d
p
n´p dépend du site où il est localisé. Comme pour le modèle de Frenkel & Kon-

torowa, leur détermination reste entièrement arbitraire, et on ne peut pas définir un
défaut élémentaire qui permette d’engendrer chaque état métastable. On a néanmoins
démontré que le système est entièrement défectible.

On trace la courbe de τ ÞÑ ℓpτq où l’on remplace ℓpτq par une minoration exacte
que nous avons établie (figure 16). ℓpτq est nécessairement nul pour τ “ 1

2
et τ “ 0.

Le maximum de la courbe, noté ℓmax, est atteint pour un τ ď 0,02, donc une densité
électronique très localisée, et ℓmax „ 0,12.
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Figure 16 – Courbe de τ ÞÑ ℓpτq obtenue en utilisant les majorations tirées de l’annexe
VI ainsi que de l’article correspondant [31]. Le maximum est atteint pour une valeur
de τ très petite, ce qui confirme bien l’hypothèse de localisation de la concentration
électronique, qui a été faite.

γ “Gap” de phonon

On montre de nouveau que les valeurs propres de la matrice dynamique D, en valeur
absolue, sont toutes plus grandes qu’une valeur d strictement positive, et on en déduit
qu’il existe un “gap” dans le spectre de phonon, à petit couplage. Contrairement au
modèle de Frenkel & Kontorowa, on montre en même temps que D est strictement posi-
tive, ce qui implique que tous les états qu’on prolonge par continuité sont métastables.
(La démonstration est développée dans le chapitre localisation).

δ Métastabilité des solutions obtenues pour le modèle de Holstein-Peierls

On va poser, pour tout ℓ ď ℓmax

Aℓ “
ď

τďτpℓq
Aτ

Soit un état dans une configuration de At, pour un ℓ inférieur à ℓmax. Les électrons
sont, par hypothèse, supposés être dans leur état fondamental. De plus, toute variation
infinitésimale des Un entraînera une augmentation d’énergie strictement positive. En
effet, la métastabilité en les variables classiques Un est régie par l’équation des petits
mouvements, donc par la matrice dynamique D (voir la note sous-section 3.4.d). Or, on
a établit que D est strictement positive pour toute valeur de ℓ ď ℓmax. Donc, finalement,
on a bien montré que tous les états que l’on obtient par prolongement continu, sont
des états métastables et qu’ils n’engendrent pas d’excitations de masse nulle.

Il découle de la métastabilité des états obtenus en prenant une configuration quel-
conque de Mn, que le système est défectible, et que les états sont accrochés au réseau.
Encore une fois, précisons que la portée finie des défauts est une propriété beaucoup
plus générale que la longueur finie de cohérence des excitations infinitésimales, qui dé-
coule de l’existence d’un “gap” non nul. On a ainsi établi rigoureusement un phénomène
d’accrochage incommensurable, intrinsèque, qui n’est pas dû aux impuretés.

54



Ces états sont décrits par une variable discrète Mn P 0, 1, dont les valeurs peuvent
être choisies de façon totalement aléatoire. De même que pour le modèle de Frenkel et
Kontorowa, les états fondamentaux correspondent à des séquences particulières de Mn

et les états excités sont décrits par une distribution de défauts à partir de ces structures
fondamentales. Je ne m’y attarderai pas davantage, car on ne sait pas résoudre les états
fondamentaux pour le modèle de Holstein-Peierls.

On ne connaît pas le nombre d’état qui n’appartiennent pas à At. Au fur et à mesure
que l’on augmente ℓ, il apparaît de tels états par bifurcation. La fonction de partition
atomique reduite à Aτ

ÿ

état iPAt

e´βEi
M ÿ

tous les état i

e´βEi

mesure justement la fraction de particules appartenant à At. On peut la développer en
fonction de ℓ, les écarts entre les énergies des états excités et des états fondamentaux
étant linéaires en fonction de ℓ ; et la proportion d’états appartenant à At va décroître
continûment en partant de 1, quand t augmente en partant de 0.

ǫ Introduction d’un spin physique

J’ai ignoré entièrement le spin des électrons dans cette étude. Ceci est totalement
justifié pour l’étude des états fondamentaux puisque, le modèle choisi ignorant les
interactions spin-orbite, les électrons se regroupent par paires et les variables de spin
se factorisent entièrement. Par contre, dès lors que l’on considère également les états
faiblement excités, il faudrait en toute rigueur discuter de l’importance des termes
d’interaction spin-orbite ou avec le moment des atomes. On doit alors aussi tenir compte
des termes entropiques et le problème devient beaucoup plus délicat...

ζ Dispersion de phonon

On peut enfin introduire une dispersion dans le spectre des phonons sans modifier
les résultats. Cette remarque est importante d’un point de vue expérimental, car les
systèmes réels autorisent toujours une certaine dispersion.

On trouvera une étude exacte du modèle avec dispersion à couplage nul dans l’an-
nexe V, ainsi que les principaux traits de la généralisation de la méthode, dans l’annexe
VI.

Les parties suivantes s’attacheront plus particulièrement au caractère localisé et
aléatoire des états obtenus par prolongement analytique.
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D Localisation. Structure chaotique

Nous avons justifié, dans la partie précédente, l’existence d’une zone de couplage,
pour lequel le système est non-analytique. Nous avons d’abord introduit le nom, d’après
la propriété de la fonction enveloppe, pour les modèles de Frenkel & Kontorowa, mais
nous allons le relier à des propriétés plus générales, et montrer, dans cette partie, que le
système se comporte, dans ces régimes, de façon à la fois fortement localisée et aléatoire,
ce qui est mis en évidence par l’existence d’une reparamétrisation par une variable de
spin (variable discrète) régie par une interaction très faible et à courte distance.

Pour cela, on prolonge continûment en faisant varier ℓ les solutions d’énergie mini-
male obtenues à ℓ “ 0 dans l’ensemble des états métastables. On décrit ainsi tous les
états métastables, sauf les plus excités ; plus on cherche à obtenir des états fortement
excités, plus le prolongement sera limité à des petites valeurs de ℓ. Les états prolon-
geables par continuité sont surtout des états faiblement excités, et la modélisation du
système à l’aide d’une variable discrète sera d’autant plus valable que l’on se place à
basse température.

Pour le modèle de Frenkel & Kontorowa, la continuité en ℓ des développements en
perturbation du système à couplage nul nous autorise, de façon rigoureuse, à toutes
les approximations, sur le potentiel périodique, ou sur le potentiel d’interaction W ,
que l’on prend. En particulier, est valable, dorénavant, toute analogie avec un potentiel
de paraboles raccordées, puisque l’on pourra continûment faire évoluer le système de
cette structure vers la vraie structure. Or, on sait résoudre exactement les solutions
métastables de ce système, et on écrit alors explicitement l’énergie en fonction de la
variable discrète Mn, qui permet de décrire le système. On s’efforcera dans le chapitre
suivant de montrer le caractère localisé et aléatoire de manière très générale et je
n’indiquerai les formules obtenues pour le potentiel de paraboles raccordées qu’à titre
d’exemple.

1 Localisation

Ces systèmes présentent un caractère fortement localisé dans le sens où toute per-
turbation infinitésimale localisée entraîne une modification localisée de la structure
fondamentale, quand le système relaxe 20, autrement dit, que la longueur de cohérence
est finie. Mais surtout, que toute perturbation réelle finie localisée entraîne également
une modification localisée.

20. C’est-à-dire que la différence entre l’état initial et l’état métastable obtenu après perturbation
tend exponentiellement vers zéro quand n (le numéro des atomes) tend vers l’infini.
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a Cohérence finie. Défauts

Etudions d’abord la propagation d’une déformation infinitésimale.

α Longueur de cohérence

Pour étudier les phonons, on se ramène à l’étude de la matrice D “ p B2H

BUiBUj
qi,j des

dérivées secondes du hamiltonien par rapports aux variables (classiques) du problème,
car on se place alors dans une approximation quadratique. Les équations de Lagrange
pour un phonon s’écrivent en effet [32] :

Bδ2
n

Bt2 `
ÿ

m

Dn,mδm “ 0

(voir en annexe IV une dérivation plus directe de ces équations de propagation).
On va montrer qu’il y a un “gap” de phonon, c’est à dire qu’il n’y a pas de phonon

de fréquence nulle (boson de Golstone). Cela consiste donc à montrer que cette matrice
D n’a pas de valeur propre nulle - on sait par ailleurs que, pour les états métastables,
elle est positive -. Il s’agit surtout d’étudier l’ouverture du “gap” autour de k „ 2kf ,
qui correspond à la longueur d’onde de la distorsion de Peierls : on a pu constater que
le modèle décrit très bien cette distorsion. Par contre, les effets accoustiques ne sont
absolument pas pris en compte.

Expérimentalement, sur les systèmes ondes-densité-de-charge, on observe deux ondes,
non indépendantes, un phason, qui correspond à une modulation de la phase de l’onde
de densité de charge (donc des Un), et un ampliton, qui correspond à la modulation de
l’amplitude. Ces deux modes présentent un tel “gap”, à petit couplage.

Or, je vais montrer que ce problème est, d’une façon très générale, lié à la contraction
de l’application F qui nous a permis d’étudier les états stationnaires.

F contractante signifie encore que ∇F est contractante (voir section 3.5.b). Or, on
a génériquement :

BH
BUn

“ Un ´ FnpUkkPZq

donc
B2H

BUiBUj

“ δi,j ´ BFi

BUj

soit finalement
D “ I ´ ∇F

donc, soit |λ| la plus grande valeur propre de ∇F en norme, on a |λ| ă 1 puisque ∇F

est contractante. Donc, D est borné, en norme, par 1 ` λ, et 1 ´ |λ| est la plus petite
valeur propre, strictement positive, de D. Donc, on en déduit l’existence d’un “gap” de
phonon.

Le calcul précédent est effectivement valable pour le modèle de Holstein-Peierls. Il
prédit également, comme annoncé, que D est strictement positive, pour tous les états
(il n’y a pas d’état instable). Pour le modèle de Frenkel & Kontorowa, le calcul exact
se trouve dans l’annexe VIII, mais il n’apporte aucune modification majeure (D n’est
plus alors nécessairement positive).
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En terme de théorie des champs, cela se traduit également par le fait que la masse m
des phonons est non nulle (voir l’annexe IV) : les phonons ont une longueur de propaga-
tion finie et égale à ~

mc
. Autrement dit, leur fonction d’onde décroît exponentiellement

avec |n|.
En particulier, il n’existe pas de boson de Goldstone (cf également annexe IV) et la

phase n’est pas libre. Cela indique à priori que le système est accroché au réseau. Nous
allons maintenant vérifier ce dernier point, en généralisant la notion de cohérence finie
aux perturbations réelles (non infinitésimales).

β Défauts. Ancrage au réseau

La métastabilité des états engendrés en introduisant une distribution quelconque de
défauts de structure démontre que le système est défectible, et en particulier, que l’in-
sersion d’un défaut localisé entraîne entraîne une modification localisée de la structure.
Ceci est un résultat à priori plus fort que la longueur de cohérence finie des excitations
infinitésimales, puisqu’alors les déformations que l’on a imposées au système sont finies.
On démontre [30] que la discommensuration fondamentale, qui décrit bien les défauts
dans les états faiblement excités, tend exponentiellement vers zéro en ´8 et a en `8,
ce qui complète la généralisation de la notion de longueur de cohérence finie.

On peut réinterpréter le phénomène d’ancrage (ou accrochage) au réseau, qui est
toujours une conséquence de l’unicité, pour une distribution de Mn donnée, dans l’ap-
plication du théorème du point fixe.

Les excitations sont décrites par une distribution quelconque de défauts. Mais, ces
défauts sont tous fixes, accrochés : ce sont les défauts (de structure) qui ancrent
le système au réseau.

Ce phénomène est primordial, car, le système n’a maintenant plus aucune rigidité, et
ceci empèche un glissement entièrement libre, et donc supraconducteur de se produire
- dans le régime analytique, c’est justement la rigidité qui interdit la supraconductivité
-.

On peut également étudier les corrélations pour mettre en évidence le caractère
localisé du système.

b Corrélations

Quand on décompose Un, comme à la section 1.8, partie II, en une variable pério-
dique et une variable discrète pŪn,Mnq, (cette formule, qui n’est établie que pour le
modèle de Frenkel & Kontorowa avec un potentiel à un seul minimum par période, peut
être évidemment généralisée), les deux variables pŪnqnPZ et pMnqnPZ sont entièrement
décorrélées. On peut donc indifféremment définir les corrélations globalement ou sur
chacune de ces variables, ce que nous allons faire.

α Structure fine

J’appelle ainsi structure fine l’analyse des corrélations des Ūn, qui concerne donc les
variations continues de Un. Au premier ordre, la matrice des corrélations sera donnée
par

Cn,m “ BUn

BUm
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On vérifie que ses valeurs non diagonales décroissent exponentiellement avec |n ´ m|.
La démonstration fait partie d’un article en cours de préparation [31]. Ceci permet de
définir une longueur de corrélation finie.

On peut également interpréter ces corrélations comme celles entre les hn, où hn est
la hauteur de l’atome n par rapport au fond du puits (cf annexe II). Il y a une bijection
entre les Ūn et les hn et donc la longueur de cohérence reste inchangée.

β Structure grossière

On définit ici les corrélations entre les variables de spin 21 qui permettent de dé-
crire les états métastables dans le régime non-analytique, comme cela a été démontré.
Comme il s’agit ici d’une variable discrète, on adopte le formalisme probabiliste. La
matrice des corrélations est donnée par

Cn,m “ xσnσn`my ´ xσny2

On extrait les coefficients à partir d’une fonction génératrice

|
ÿ

n

eiqσn |2

qui est directement reliée au facteur de structure, donc à une quantité physiquement
mesurable.

On sait résoudre ce problème exactement pour le modèle des paraboles raccordées :
à une température T donnée, le système est équivalent à un système de spin, où les
spin sont les blocs An introduits à la section 1.9, partie II, soumis à une interaction
plus-proches-voisins. n est choisi de sorte que l’énergie d’un défaut dn soit du même
ordre de grandeur que kBT . Le système est dans ce cas fortement décorrélé, de telle
sorte que la longueur de corrélation est approximativement [33] la taille du bloc An.

On en déduit, entre autres, le comportement de la chaleur massique en fonction de
la température [33].

2 Chaos

a Introduction

On a démontré que les structures que l’on a trouvées sont fortement aléatoires.
A température non nulle, les premiers états excités seront fréquemment occupés, et
on ne pourra pas déterminer la position dans laquelle se trouve le système. Toutefois,
les systèmes étudiés ne comportent pas de dynamique, et on peut seulement conclure
qu’on a obtenu un structure chaotique à température nulle.

Cependant, lorsque l’indice n de la variable Un décrit Z (et non Z
2 ou d’autres,

qui sont des généralisations autorisées), on peut transformer le système en un système
dynamique, de la manière que j’ai indiquée à propos du théorème de K.A.M., dans la
troisième partie. La variable n devient alors un temps discret, et l’énergie devient une
action. Or, nos résultats démontrent, dans ce cadre, l’existence d’un chaos dynamique.

21. σn pour le modèle de Frenkel & Kontorowa, et Mn pour le modèle de Holstein-Peirls, mais on
garde ici une notation σn quelle que soit la variable choisie.
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Figure 17 – Diagramme de phase en fer-à-cheval : On représente les points F1 et F3

fixes par l’application standard, qui a été rapidement introduite à la section 2.1, partie
III. Ils correspondent aux états stationnaires du système de Frenkel & Kontorowa.
Les courbes représentent les variétés contractantes et dilatantes sous cette application ;
ainsi les points fixes sont aux croisements des courbes. L’existence de nombreuxes
intersections rend le système défectible et non déterministe. Le diagramme en encart
représente un système déterministe : la barrière de Peirls-Nabarro est nulle dans ce cas.

b Chaos dynamique

La notion de chaos dynamique a été d’abord introduite par Poincaré [34] au siècle
dernier. Poincaré a d’abord montré que l’on peut décrire n’importe quel problème
dynamique à l’aide d’un temps discret. Il a donc représenté l’évolution d’un système par
les images itérées, à partir d’une configuration donnée, par un opérateur. On obtient
des représentations comme celle de la figure 17, dite en fer-à-cheval. Les points se
déplacent suivant des variétés dilatantes et contractantes, et lorsque l’on trouve des
points singuliers, comme sur la figure 17, Poincaré a montré que l’on obtient un système
non déterministe.

α Codage aléatoire

Nous avons explicitement démontré l’existence de chaos en exhibant des solutions
qui varient aléatoirement avec n, donc maintenant, avec le temps. L’existence du chaos,
lorsqu’un système est décrit au cours de ses itérations par un codage aléatoire, n’est pas
rigoureusement démontrée, mais elle est admise par tous les mathématiciens spécialistes
du chaos.

β Non-intégrabilité

Quand on prolonge le système analytique, on considère les solutions du système à
couplage g nul, et on montre qu’on peut les prolonger continûment et obtenir ainsi tous
les états fondamentaux. On dit que le système est intégrable. Il est alors indéfectible,
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autrement dit, ce sont les seuls états métastables. On a ainsi obtenus tous les états
physiques du système. Notre démarche est analogue, ici : on considère les solutions
d’un système, quand le paramètre ℓ est nul (les états fondamentaux sont entièrement
chaotiques), et on les prolonge continûment. On se place, non plus dans l’espace des
états fondamentaux, mais dans l’espace des états métastables, qui est maintenant très
différent de l’espace des états fondamentaux, car le système est défectible. Le système
est dit alors anti-intégrable.
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E Dualité

Je voudrais introduire le concept de dualité sur un exemple particulier, le modèle
de Harper, pour lequel on sait démontrer certaines propriétés par la dualité [35]. Cela
soulignera son importance.

1 Modèle de Harper

Il s’agit d’un système d’électrons régis par une interaction plus-proches-voisins plus
un champ de potentiel sinusoïdal : la fonction d’onde pψnqnPZ vérifie une équation de
Schrödinger à une dimension :

ℓψn`1 ` ℓψn´1 ` 2 cosp2πpζn` αqqψn “ Eψn (16)

où ζ est irrationnel, et α P R.

a Équation duale

Dans cette équation (16), le rapport irrationnel est explicite. On peut chercher les
solutions sous la forme de fonctions de Bloch généralisées à deux périodes, 1 et ζ , soit
une somme d’ondes planes e2πipn`ζmq. Dinaburg et Sinaï [36] ont proposé une forme de
la fonction de Bloch particulière :

e2πiknχkpζn` αq

où χ est une fonction 1-périodique.
Comme ζ est irrationnel, et donc 22 que n̄l, n P Z est dense dans R, on développe,

non pas χkpζn` αq par une somme de Poisson, mais χkpxq par une série de Fourier.
On cherche donc des solutions de la forme

ψn “
ż

e2πikn
ÿ

m

e2πmpζn`αqχk,m

Alors, χk,m vérifie une équation, dite équation duale (où j’omets l’indice k, fixe, pour
plus de clarté)

ℓ1χm`1 ` ℓ1χm´1 ` 2 cospζm` α1qχm “ E 1χm

avec ℓ1 “ 1
ℓ
, E 1 “ ℓE et α1 “ k.

L’équation duale des pχnqnPZ est formellement identique à la première. On pourra
notamment définir la phase α comme la quantité de mouvement correspondant à la
variable χn. On dit que le système est auto-dual.

22. Je reprends la notation x̄ “ x modulo a dans toute cette partie.
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b Détermination d’une transition

Notons alors une chose : si les solutions pχnqnPZ sont exponentiellement localisées,
c’est-à-dire si

ř
n |χn|2 converge exponentiellement, alors une onde plane e2πiknχkpζn`αq,

où k est fixé, est une bonne solution du premier système. Mais, réciproquement, si par
contre les solutions pψnqnPZ sont exponentiellement localisées, les ondes planes seront
des bonnes solutions du second système.

On ne résoudra pas le système (cf S.Aubry et G.André [35]), mais d’après ces pre-
mières indications, on admet facilement que, soit le système pψnqnPZ est localisé et le
système dual délocalisé, soit l’inverse.

En particulier, il existe nécessairement au moins une zone de couplage selon ℓ où
le système est localisé, et une où il est délocalisé -Considérez que, quand on change ℓ
en 1

ℓ
, cela revient à prendre le système dual, donc à passer de solutions localisées à des

solutions en ondes planes, ou vice-versa-.

Si l’on admet qu’il n’existe que deux régimes différents suivant le couplage (ce qu’on
démontre encore), il existe une transition d’un régime à l’autre et le couplage critique
vaut tout simplement ℓc “ 1.

2 Dualité par Fourier

La dualité apparaît donc dès que le système est incommensurable. Bien que appa-
remment axée sur la forme de la fonction de Bloch généralisée, proposée par Dinaburg et
Sinaï [36], l’équation duale est essentiellement une transformée de Fourier de l’équation
initiale. La forme particulière de la fonction de Bloch employée permet ici de retrouver
une équation rigoureusement identique, donc de définir un système auto-dual, qui est
en partie soluble. L’équation de Fourier associée est elle-même une forme analogue au
système initial, et elle impose aussi le changement de variable ℓ1 “ 1

ℓ
qui est le moteur

essentiel de la dualité ici 23.

On va essayer de généraliser le résultat précédent à d’autres modèles, en partilculier
celui de Frenkel & Kontorowa, en appliquant la transformation de Fourier (à peu de
choses près). On ne va pas retrouver une identité entre l’équation initiale et l’équation
duale, mais on va essayer de montrer qu’une classe entière de systèmes 24 est invariante
par transformation de Fourier. Si, par ailleurs, on sait démontrer que les propriétés des
solutions s’inversent bien quand on transforme une équation en son dual (par exemple
analytique Ñ non-analytique, ondes localisées solutions Ñ ondes planes solutions, etc),
on en conclura de même qu’il existe deux zones de couplages, une zone analytique, et
une zone non-analytique, séparées par une transition critique.

a Équations de Fourier

Je me restreins à l’étude de la dualité sur le modèle de Frenkel & Kontorowa, avec
W pxq “ 1

2
x2, qui est plus facile à traiter.

23. g1 “ 1
g2 comme dans Holstein-Peierls serait aussi convenable.

24. Par exemple, les modèles de Frenkel & Kontorowa généralisés, etc.
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α Calcul à partir de l’équation de stationnarité en f

Pour mettre en valeur l’aspect incommensurable du système, on prendra l’équation
de la fonction enveloppe, qui est l’équation de stationnarité de ces systèmes. On a,
d’après l’équation (11) :

ℓfpx` lq ` ℓfpx´ lq ´ 2ℓfpxq ` V 1pfpxqq “ 0

On pose, en profitant de la périodicité de f ´ Id :

Xn “
ż a

0

fpxq e
2π
a
inxdx

où il existe une constante arbitraire connue.
On trouve l’équation duale associée 25 :

4ℓ sin2pπζqXn ` V 2pOqXn `
8ÿ

p“2

V pp`1qp0q
´
X ˙ . . .˙Xloooooomoooooon

p fois

¯
pnq “ 0

d’où encore

p4 sin2pπζq ` 1

ℓ
qXn ` 1

ℓ

8ÿ

p“2

V pp`1q
´
X ˙ . . .˙Xloooooomoooooon

p fois

¯
pnq “ 0.

On a bien montré qu’à une équation avec un couplage ℓ de la variable Un correspond
une équation analogue avec un couplage ℓ1 “ 1

ℓ
de la variableXn, à condition de pouvoir

diviser par sin2pπζq` 1
ℓ

quand ℓ Ñ 8. En effet, l’application autour de laquel on espère
“pivoter” 26 pour appliquer la méthode du point fixe à l’équation duale est :

x ÞÑ psinpπζqq ` 1

ℓ
qx

Ceci est lié au problème des petits dénominateurs, que l’on a déjà mentionné, et on
retrouve ainsi les conditions de validité restreinte en ζ des résultats à petit couplage.
Une fois passée cette difficulté [28], on pourra poser une récurrence

Xk`1
n “ ´g 1

4 sin2pπζq ` g

8ÿ

p“2

V pp`1q
´
Xk

˙ . . .˙Xklooooooomooooooon
p fois

¯
pnq

où l’on note g “ 1{ℓ et on appliquera finalement le théorème du point fixe pour trouver
des solutions prolongeables autour de g “ 0. L’équation duale conduit bien à des
solutions similaires à celle de l’équation initiale, mais g joue ici le rôle de ℓ “ 1

g
.

25. ˙ désigne la convolution
26. c’est-à-dire le terme apuq tel que l’on puisse récrire l’équation de stationnarité

apuq ` bpuq “ 0

sous la forme d’une équation de récurrence

uk`1 “ a´1
`
bpukq

˘
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La solution pXnqnPZ est discrète. Si on avait travaillé avec des distributions et des
vraies transformées de Fourier, on aurait trouvé une fonction multipliée par un peigne
de Dirac de période 2π

a
et les valeurs de la fonction en chaque abscisse 2π

a
n où l’on trouve

un Dirac seraient Xn (voir le calcul en section 2.2.b, qui est de ce genre). Finalement,
la transformée de Fourier d’une telle fonction est une fonction de Bloch. On retrouve
ainsi le théorème de K.A.M., avec les conditions de validité en ζ .

b Développement en Fourier

On a mis en évidence l’analogie entre les deux régimes à petit et grand couplage,
grâce à la dualité par Fourier.

Les équations duales restent cependant très complexes, et on évitera, à priori, d’ap-
pliquer la méthode du point fixe et d’effectuer les calculs.

Or, pour établir l’existence d’une transition, on doit connaître les propriétés (a-
nalytique, non-analytique) de leurs solutions et la manière dont elles se transforment
par dualité. Sans pouvoir trop approfondir l’étude de ces équations, on sait toutefois
calculer explicitement les coefficients de Fourier qui les vérifient : Lorsqu’on se place
à priori dans le régime non-analytique, on dispose d’une décomposition de la fonction
enveloppe, qui nous permet d’accéder directement aux coefficients de Fourier de f (ou
de f 1).

α Calcul direct

Nous allons d’abord calculer ces coefficients de façon pédestre à partir de la formule
(13) :

fpxq “ fpx`
o q `

ÿ

nPZ
bprx ´ pl

a
´ rxo ´ pl

a
s`s`

On définit :

Cn “
ż a

0

hpqq e´ 2π
a
iqndq

avec h “ f´Id, qui est a-périodique. Cn est le coefficient de la série de Fourier associée
à h. On oublie les constantes éventuelles de h, dont la transformée serait un Dirac. On
trouve

Cn “
ÿ

pPZ
´bp

´
e´ 2π

a
inpp̄lq ´ 1

¯M
p ´ 2π

a
inq

On en déduit également le coefficient C 1
n de f 1, puisque l’on a 27 : rf 1 “ p2π

a
inqf̃ :

C 1
n “

ÿ

pPZ
bp e´ 2π

a
inpp̄lq ´ a

On peut encore écrire cette dernière formule de manière à faire apparaître un résultat
remarquable, et en omettant la constante :

C 1
n “

ÿ

pPZ
bp e´ 2π

a
npl

“ b̃pnζq
27. ˜ désigne la transformée de Fourier d’une fonction.
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où b̃ est la somme de Fourier de pbnqnPZ, au sens 28

b̃pxq “
ÿ

nPZ
e´2πixnbn

Le n° coefficient de Fourier de f 1 est égal à la somme de Fourier de pbnqnPZ prise en

nζ . Ce résultat est essentiel et va nous permettre d’établir les propriétés suivantes.

β Calcul par les distributions

Je voudrais refaire rapidement ce calcul par la théorie des distributions. Le résultat
sera inchangé, mais cela nous fournit un exemple de calcul par des vraies sommes de
Fourier, afin de montrer les correspondances avec les séries.

On calcule directement la transformée de Fourier de f 1. On a l’équation (13) :

fpxq “ fpx`
o q `

ÿ

nPZ
bprx ´ pl

a
´ rxo ´ pl

a
s`s`

donc
f 1 “

ÿ

nPZ
bp
ÿ

kPZ
δpl`ka

donc, soit Шa le peigne de Dirac 29 de période a,

f 1 “ Шa ˙

´ÿ

pPZ
bpδpl

¯

d’où :
rf 1 “ Ш ˆ

´ÿ

pPZ
bp e´ 2π

a
inpl

¯

donc rf 1 prend ses valeurs sur Z et le coefficient associé au Dirac au point n vaut alors :

b̃pnζq

On retrouve les mêmes résultats par ce calcul que par le précédent, mais les coeffi-
cients d’une série de Fourier ont été remplacé par des Dirac multipliés par ces mêmes
coefficients.

Il sera finalement plus élégant de définir la transformation duale par l’application
qui associe, aux pUnqnPZ initiaux, les pC 1

nqnPZ, qui sont aussi les coefficients des Dirac
de rf 1 en les différents points n.

28. Je change de convention pour la définition de Fourier, car b n’a aucune raison d’être définie en
relation avec la période a.

29. Un peigne de Dirac est :
Шb “

ÿ

kPZ

δkb

et sa transformée de Fourier usuelle (f̃pqq “
ş

e´2πiqxfpxqdx) est Ш1{b. Cependant, avec la convention
que je vais prendre par la suite, on va trouver :

ĂШa “ Ш1

que l’on note usuellement

“ Ш
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γ Transition analytique-non-analytique

Quand la fonction f est non-analytique, on sait, de plus, que les bn décroissent
exponentiellementp30q .

Or, il est alors immédiat que b̃ est analytique. Si l’on définissait maintenant une
fonction enveloppe h pour les Cn par

hpnζq “ Cn

et h 1-périodique :
@x P R, hpx` 1q “ hpxq

de façon analogue à celle des Un
30, on trouverait alors h “ b̃.

Donc, la non-analycité correspond rigoureusement à l’analycité pour les variables
duales obtenues telles que je les ai définies.

La réciproque est également vraie. Si f 1 est analytique, on peut définir les bn par

bn “ f 1pnlq

puisque, d’après la correspondance entre les coefficients de Fourier et ceux des
Dirac dans le formalisme des distributions, que j’ai établie à la section précédente, cela
généralise la première définition. Alors f 1 est une somme d’ondes planes :

f 1pxq “
ÿ

µ

fµ e
2π
a
iµx

et donc

b̃pqq “
ÿ

nPZ
bn e´2πiqn

“
ÿ

n,µ

fµ e
2π
a
ipµl´qaqn

“ Ш ˙

´ÿ

µ

fµδµζpqq
¯

On a retrouvé exactement une forme identique à celle de f 1 à petit couplage.

3 Résolution par dualité

Mis à part un problème de petit dénominateur, qui explique que le résultat ne soit
pas valable pour tous les rapports ζ , on a établi une correspondance entre les régimes
analytiques et non-analytiques, grâce à la dualité.

Cela permet de retrouver l’analycité des solutions à petit régime à partir des ré-
sultats que nous avons démontrés à grand couplage (à condition de savoir résoudre ce
problème des petits dénominateurs).

Mais surtout, cela démontre directement l’existence d’une transition analytique-
non-analytique, puisque la famille des systèmes de Frenkel & Kontorowa est stable
par dualité. Par contre, il est exclu d’en déduire la valeur exacte du couplage critique,
contrairement au cas du modèle auto-dual de Harper.

30. J’ai définis h par hpnζq “ Cn plutôt que hpnlq “ Cn pour obtenir exactement la fonction b̃.
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F Conclusion

Cette étude complète les résultats déjà connus pour les systèmes d’interaction
électron-phonon. Il a donc été rigoureusement établi que les états à grand couplage
forment un système aléatoire, avec des concentrations électroniques localisées sur cer-
tains sites choisis au hasard.

Cette étude se poursuit en prenant en compte les effets quantiques des atomes,
tandis que l’on s’est restreint, ici, à un réseau d’atomes adiabatique. Dans le modèle
complet, qui a déjà été présenté en introduction, existe en particulier un paramètre sup-
plémentaire γ qui mesure l’intensité des couplages quantiques par rapport aux autres
termes du hamiltonien atomique.

Des études numériques sont actuellement en cours afin d’avancer dans ce problème ;
notamment, la thèse de J.L.Raimbault, qui présente des simulations numériques à deux
dimensions de ce modèle [37].

On conjecture souvent l’apparition de supraconductivité dans ces modèles. On ne
sait pas actuellement trouver de fondements rigoureux à ces idées. On peut cepen-
dant espérer exhiber un régime particulier, qui serait supraconducteur. En effet, dans
le régime analytique, les ondes de densité de charge deviennent instables, quand on
introduit des effets quantiques, laissant plausiblement se développer des ondes supra-
conductrices [38]. S.Aubry a conçu, à partir des premiers développements connus en
fonction de divers paramètres, un diagramme de phase (figure 18) empirique, avec une
phase supraconductrice.

Enfin, la démonstration d’un chaos dynamique, dans un système non trivial consti-
tue un progrés important dans l’étude des systèmes dynamiques, qui est un sujet
d’étude très développé parmi les mathématiciens.
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Figure 18 – Diagramme de phase du modèle quantique d’Holstein-Peierls. En abscisse,
on a mis le couplage électron-phonon (donc g et non ℓ). Le paramètre γ en ordonnée
mesure le caractère quantique des atomes. L’étude ci-présente correspond à γ “ 0.
On a tracé la courbe du couplage critique gc en prolongeant celui connu dans le cas
adiabatique, et d’après des développements connus de Born-Openheimer, bien qu’il
n’existe pas encore de preuve de l’existence d’une transition. On espère trouver un
phénomène de supraconductivité au niveau de cette transition.
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Annexes

I Principaux résultats de base sur les systèmes in-

commensurables uni-dimensionnels

Ce chapitre est destiné à un bref rappel des théorèmes généraux sur les états fon-
damentaux des systèmes de Frenkel & Kontorowa généralisés, c’est-à-dire une chaîne
uni-dimensionnelle d’atomes régie par l’hamiltonien

H “
ÿ

n

LpUn, Un`1q

où Lpx ` a, y ` aq “ Lpx, yq et B2L
BxBy ă 0.

Il ne s’agit pas d’un travail original, mais d’un résumé des principales définitions et
démonstrations telles qu’elles ont été développées par Serge Aubry, par exemple dans
Physica D [21].

a Schéma général

Nous allons d’abord introduire une définition des états fondamentaux : comme
les énergies d’un système infini sont généralement divergentes, on définit ces états
par les différences d’énergies : un état sera dit fondamental, lorsqu’il n’existe pas de
configuration ayant un nombre fini de termes différents avec lui, telle que son énergie
soit inférieure à celle du fondamental, c’est-à-dire que la différence des énergies soit
négative.

On n’a précisé en aucun cas que ces états sont des états d’énergie minimum vis-
à-vis de l’ensemble des états stationnaires. Pour définir cette dernière notion, il faut
prendre la limite, quand la taille des systèmes devient de plus en plus grande, de
toutes les différences d’énergies, qui ne sont pas nécessairement assurées de converger.
Cependant, les états fondamentaux que l’on va construire sont effectivement dégénérés
en énergie ; et on admettra alors que les autres états métastables sont excités par
rapport à ces états-là. On appellera donc ces états-ci métastables sans préjuger qu’ils
soient des minima locaux de l’énergie.

A l’aide de cette définition, on construit les états métastables en plusieurs étapes :
* On montre d’abord que les systèmes finis, définis par des conditions aux bords

périodiques qui imposent une commensurabilité ζ “ r
s
, admettent une limite (de même

commensurabilité) quand la taille atteint l’infini. Les solutions à l’infini se révèlent
r.a-périodiques.

** On construit alors les incommensurables comme une limite de systèmes commen-
surables finis, de commensurabilités ζi différentes, telles que ζi tende vers une limite ζ
irrationnelle, quand i tend vers l’infini.
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*** Puis finalement, on montre que l’ensemble des états métastables est atteint par
densité à partir de ces états, dont on admet qu’ils sont d’énergie inférieure. On obtient
notamment des discommensurations élémentaires, qui permettront de décrire tous les
défauts qui engendrent les états métastables (quand le système est défectible, bien que
la décomposition soit toujours formellement valable).

Au cours de la construction, que je vais maintenant préciser, on obtiendra les diffé-
rentes propriétés de ces systèmes.

b Lemmes fondamentaux

Deux lemmes sont nécessaires pour les différents calculs.
Lemme 1 : En premier lieu, on montre que les limites des états de plus basses éner-

gies, quand la taille du système devient infinie, sont toujours des états fondamentaux,
au sens que je viens de définir.

Lemme 2 : D’autre part, on démontre un lemme très puissant : Deux états fonda-
mentaux ne peuvent se croiser, dans la représentation pn, Unq. Ceci est vrai indifférem-
ment selon que le système est fini ou infini, et notamment pour les croisements à l’infini
(états asymptotiques). Ce lemme nous permettra de mettre en application l’invariance
du système sous les opérateurs G1 et G2 (définis dans le texte principal).

c Construction des états commensurables

Pour construire les états de rapport commensurable l
a

“ r
s
, dans la première étape,

on fixe k P Z et on considère un système fini Un, n P ´ksa, . . . , ksa avec la condition :

Uksa “ U´ksa ` 2kra

En utilisant la condition périodique

@p P Z, Un`pks “ Un ` pkra

qui est compatible avec la suite Un, on peut définir et comparer n’importe quelle suite
U 1
n “ Un`ps ´ qra sur le même espace fini ´ksa, . . . , ksa. Comparons donc Un et

Vn “ Un`s ´ ra.
Si, pour une certaine valeur de m, Vm ă Um, alors Vm`ks ă Um`ks d’après les

conditions périodiques, et comme les suites Un et Vn sont trivialement des minima
d’énergie, on peut appliquer le lemme 2 qui implique que @n P ´kps, . . . , kps Vn ă Un

car sinon il y aurait nécessairement deux croisements (autrement dit, il n’y a pas de
tore de Möbius à une dimension). On a finalement :

Un ă Vn “ Un`s ´ra
ă Vn`s ´ra “ Un`2s ´ 2ra

. . .

ă Vn`pk´1qs ´ pk ´ 1qra “ Un`ks ´ kra

“ Un
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absurde ; et comme Um ą Vm est de même impossible, on en conclut que
@m P Z, Um “ Vm donc que :

@n P Z, Un`s “ Un ` ra (I,1)

Les solutions ainsi définies sont dites r.a-périodiques.
Comme cela est vrai pour tout k, et que, pour tout k, le minimum de l’énergie est

obtenu en minimisant un système fini U0, . . . , Us avec Us “ U0 ` ra, les solutions sont
indépendantes de k, et on peut alors faire tendre k vers l’infini : D’après le lemme
1 que j’ai cité, on obtient des états fondamentaux qui sont des états r.a-périodiques
des systèmes commensurables. De plus, on admettra qu’ils sont les seuls états fon-
damentaux correspondant à un rapport de commensurabilité donné (il faut faire des
considérations générales sur le peu d’influence des conditions aux bords). On appellera
F l’espace formé par ces états.

Définissons une fonction f sur nl ` ma, pn,mq P Z
2 par

fpnl ` maq “ Un ` ma

où Un est un des états que l’on vient de construire. On montre que f est bien définie :
soient pn,mq et pn1, m1q tels que

nl ` ma “ n1l ` m1a

On a
pn´ n1qr “ pm ´ m1qs

donc
n1 “ n` ks et m1 “ m´ kr

d’où

pUn1 ` m1aq ´ pUn ` maq “ Un`ks ´ Un ´ kr

“ kr ´ kr

“ 0

d’après la condition de périodicité. f est bien définie et de plus

@n P Z, Un “ fpnlq (I,2)

d Propriétés des états commensurables

On montre maintenant que :

si nr ` ms ě n1r ` m1s, alors Un ` ma ě Un1 ` m1a (I,3)

En effet, si on pose n1 “ n` k, on montrera de la même façon que précédemment que
Un`k`pp1 ´pqa´Un a le même signe que Un`sk`spp1 ´pqa´Un “ kra`pp1 ´pqsa, d’où
le résultat. Autrement dit, f est une “fonction" croissante (sur l’ensemble des points
où elle est définie).
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On démontre une dernière propriété sur les suites Un. Soient n, p quelconques :
ˇ̌
ˇ̌Un`p ´ Un

a
´ p

l

a

ˇ̌
ˇ̌ ď 1 (I,4)

En effet, soit la suite Vn “ Un`p´Un´pl

a
, rVns` et rVns´ sont des entiers indépendants de

n -cela se démontre de façon toujours analogue aux précédentes-. Or, on a :

s´1ÿ

k“0

Vn`k “ 1

a

s´1ÿ

k“0

Un`p`k ´ Un`k ´ pl

“ 1

a
pUn`s ` . . .` Un`s`p´1 ´ Un ´ . . .´ Un`p´1 ´ splq

“ 1

a
ppra´ ps

ra

s
q

“ 0

donc, @n P Z, |Vn| ă 1 puisque sinon, soit @n P Z, Vn ě 1, soit @n P Z, Vn ď ´1 et
alors la somme ne serait pas nulle.

e Construction des états incommensurables

On en arrive maintenant à la construction des états incommensurables. Pour créer
un état incommensurable, on extrait d’une suite, sur i, de systèmes finis pU i

nqnPZ de
commensurabilité ζi, les ζi étant choisis de telle sorte qu’ils convergent vers un ζ in-
commensurable fixé à l’avance quand i Ñ 8, une sous-suite σpiq telle que tous les Uσpiq

n

convergent pour i Ñ 8. L’état obtenu est alors incommensurable, d’après le lemme 1.
On procède de la façon suivante :

On choisit d’abord σ0 tel que Uσ0piq
0 converge, et de plus, soit UO sa limite, on impose

que
|Uσ0piq

0 ´ U0| ă ǫi (I,5a)

où ǫi est une fonction qui tend vers zéro, fixée, quelconque.
Puis on choisit σ1 tel que Uσo˝σ1piq

1 et Uσo˝σ1piq
´1 convergent, et de plus, soient U1 et

U´1 leurs limites, on impose que

|Uσo˝σ1piq
1 ´ U1| ă ǫi (I,5b)

et
|Uσo˝σ1piq

´1 ´ U´1 ă ǫi (I,5c)

On procède ainsi par récurrence, et on constate finalement que la suite

Ũ i
n “ Uσ0˝...˝σnpiq

n

converge vers un état fondamental, Un, de rapport ζ “ lim8 ζi incommensurable, et
vérifie la relation (I,5) pour tout n :

|Ũ i
n ´ Un| ă ǫi (I,5d)
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De plus, si on définit une fonction f sur B “ nl ` ma, pn,mq P Z
2 par

fpnl ` maq “ Un ` ma

f est bien définie, car, l et a étant de rapport irrationnel, la décomposition nl ` ma

est unique, et on retrouve la relation (I,2) :

@n P Z, Un “ fpnlq

f Propriétés des états incommensurables

Si l’on note fi les “fonctions" qui ont été déjà définies pour les solutions commen-
surables de rapport ζi “ ri{si et li “ aζi, si on prolonge les fi sur R par :

Soit x P R, fipxq ” fip
rxsis`

si
q

cette façon de les prolonger est compatible avec celle présentée dans le texte, et on
constate que la relation (I,5) s’écrit encore

|fipnliq ´ fpnlq| ă ǫi

soit finalement
|fipnlq ´ fpnlq| ă ǫi (I,6)

Autrement dit, les fonctions enveloppe fi des états commensurables convergent unifor-
mément vers la fonction enveloppe f . En particulier, la relation (I,3) qui reste vraie par
passage à la limite indique que la fonction f est croissante sur B. Or, l et a étant de
rapport irrationnel, B est dense dans R, et on peut définir les prolongements continus
à droite f` ou continus à gauche f´ de cette fonction.

U`
n “ f`pnlq et U´

n “ f´pnlq sont encore des états fondamentaux, et on les adjoint
à F. Ils formeront les états incommensurables de F.

La formule (I,4) est également vraie par passage à la limite, et signifie, entre autres,
que rUn

a
s` se comporte comme une fonction rnl`α

a
s`. Elle signifie également que, pour

tous les états fondamentaux, le rapport ζ est défini localement.

g Construction des états métastables

Quand on regarde la fermeture de l’espace F des états fondamentaux que l’on a
construit ainsi, on trouve de nouveaux états “fondamentaux", qui sont métastables,
c’est-à-dire excités par rapport aux premiers. La relation (I,4) assure que la commen-
surabilité de tout état adhérent est encore bien définie.

Par ailleurs, on montre que la fonction enveloppe est définie de façon unique, et
finalement, on obtient que les états adhérents (obtenus par densité) sont :

-soit, s’ils sont commensurables, asymptotiques à un des états fondamentaux com-
mensurables de F en `8, et de même en ´8.

-soit, s’ils sont incommensurables, asymptotiques à un des états fondamentaux in-
commensurables de F en `8, et de même en ´8.
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II Caractérisation des états fondamentaux par les nu-

méros de puits

On va démontrer, dans cette partie, pour le modèle de Frenkel & Kontorowa, de fa-
çon directe et élémentaire que, lorsque le couplage ℓ est suffisamment petit, les atomes
correspondant aux états métastables tombent aux fonds des puits et sont totalement
caractérisés par les numéros des puits. Ce résultat est par ailleurs implicitement établi,
lors de l’étude du développement des états à partir de ceux à couplage nul. Cependant,
il est ici restreint aux seuls états fondamentaux et permet donc de justifier la décom-
position de la fonction enveloppe sans passer par l’étude du régime non-analytique en
perturbation.

a Bandes interdites

On va d’abord montrer qu’il existe deux bandes spatiales interdites pour les états
stationnaires, l’une centrale, l’autre supérieure ; si l’on choisit alors convenablement le
paramètre de couplage, elles se recouvrent et on est assuré d’avoir tous les atomes aux
fonds des puits.

Montrons d’abord l’existence d’une bande centrale. On se contentera de faire les
calculs dans le cadre du modèle original de Frenkel & Kontorowa, mais ils restent
valables lorsqu’on les généralise à n’importe quel potentiel.

On peut numéroter les puits de potentiel des atomes par :

rUn

a
s` “ rnζ ` α

a
s`

ce qui implique que (voir annexe VIII)

@n P Z, 0 ď Un`1 ´ Un ď 2a “ 4π et par suite

|Un`1 ` Un´1 ´ 2Un| ď 4π

Comme
ℓ|Un`1 ` Un´1 ´ 2Un| “ | sinpUnq|

pour ℓ ă 1
4π

, il apparaît une bande centrale interdite (figure 19). On a :

|hn| ą
?

1 ´ 4πℓ2

où hn est la “hauteur" de l’atome n, vis-à-vis du potentiel (figure 19).
Mais, de plus, toujours pour le fondamental, la matrice p B2H

BUiBUj
qi,j est positive donc,

en particulier, ses termes diagonaux, soit

2ℓ ` cospUnq ą 0 soit encore

hn ă 2ℓ

ce qui implique une bande interdite dans la partie supérieure (figure 19).
Si les bandes se recouvrent, cela forcera les atomes à rester au fond des puits.

Pour raccorder les deux conditions afin d’obliger tous les atomes à être dans la partie
inférieure du potentiel, on doit prendre ℓ ă 1{p2

?
1 ` π2q (il est bien évident que,

lorsque ℓ diminue, rendant les puits de potentiel de plus en plus profonds, il devient
énergétiquement rentable de mettre tous les atomes au fond des puits).
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(a) (b) (c)

hn

Figure 19 – Hauteur hn d’un atome (a). Bande centrale interdite (b). Bande supé-
rieure interdite (c).

b Unicité : utilisation de la convexité

On va maintenant démontrer l’unicité de la caractérisation par les numéros de puits,
en utilisant la convexité :

Je reprends les notations du cas général qui sont aussi simples à utiliser.
Soient pUnqnPZ et pVnqnPZ deux états fondamentaux possédant les mêmes numéros de

puits. Admettons que pVnqnPZ soit d’énergie inférieure (notez bien que dans la définition
des états fondamentaux, on n’a pas imposé qu’ils aient une énergie “minimale", bien que
l’on a admis que tous les états fondamentaux que l’on a construit étaient dégénérés en
énergie). On va alors construire pU 1

nqnPZ n’ayant qu’un nombre fini de termes différents
avec pUnqnPZ. On choisit n tel que

ℓW pUn`1 ´Unq ` ℓW pUn ´Un´1q ` V pUnq ě ℓW pVn`1 ´ Vnq ` ℓW pVn ´ Vn´1q ` V pVnq

où l’on reconnaît une somme partielle de l’énergie. Cela est toujours possible, car on
peut, quitte à faire agir k fois l’opérateur G1 sur pUnqnPZ, remplaçer Un par Un`k et
alors on est assuré de trouver une telle somme partielle de l’énergie de pVnqnPZ inférieure
à celle de pUnqnPZ puisque la somme totale (l’énergie totale) est inférieure. On pose

U 1
p “ Up @p ‰ n et U 1

n “ αVn ` p1 ´ αqUn, α Ps0, 1r

On a les différences d’énergie :

EpU 1q ´ EpUq “ ℓW pU 1
n`1 ´ U 1

nq ` ℓW pU 1
n ´ U 1

n´1q
´ℓW pUn`1 ´ Unq ` ℓW pUn ´ Un´1q ` pV pU 1

nq ´ V pUnqq
“ ℓW pαpVn`1 ´ Vnq ` p1 ´ αqpUn`1 ´ Unqq

`ℓW pαpVn ´ Vn´1q ` p1 ´ αqpUn ´ Un´1qq
´ℓW pUn`1 ´ Unq ´ ℓW pUn ´ Un´1q
`pV pαVn ` p1 ´ αqUnq ´ V pUnqq

et comme W est convexe et que l’on est par hypothèse dans la partie convexe de V

ă α
´
ℓW pVn`1 ´ Vnq ` ℓW pVn ´ Vn´1q ` V pVnq

´ℓW pUn`1 ´ Unq ´ ℓW pUn ´ Un´1q ´ V pUnq
¯

ă 0 d’après les hypothèses.

Donc pU 1
nqnPZ est d’énergie inférieure à pUnqnPZ, ce qui est interdit puisque pUnqnPZ

est un état fondamental et qu’ils n’ont qu’un nombre fini de différences (cf annexe I).
Donc, finalement, on a bien démontré l’unicité.
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II bis Formules exactes dans le cas de fonds de puits

paraboliques

Si l’on prend un couplage suffisamment petit, de façon à ce que les atomes soient
tous dans les parties convexes des puits, on sait alors résoudre exactement le modèle
quand il n’y a qu’un puits par période, décrit comme une parabole convexe. On trouve :

Soient Mi les numéros des puits dans lesquels se trouvent les atomes, et Ui leurs
positions, et ℓ le couplage du potentiel,

Ui “ 1 ´ η

1 ` η

8ÿ

n“´8
η|n|Mn´i

avec η “ 1 ` 1{2ℓ ´
b
t ` 1

4
{ℓ ă 1 (on peut faire ces calculs grâce à une analyse de

Fourier) ; d’où une énergie totale

E “
ÿ

ną0

1 ´ η

1 ` η
ˆ 1

2t
η|n|

ÿ

i

pMn`i ´ Miq2

Si l’on pose θi “ Mi ´ Mo
i on peut encore écrire

E “
ÿ

i

ηi
ÿ

n

1 ´ η

1 ` η
η|n|pMo

i ´ Mo
i`nq ` 1

4

ÿ

i,j

1 ´ η

1 ` η
η|n|pθi ´ θjq2 ` cte.

d’où l’énergie minimale dans un système de commensurabilité r
s

pour déplacer un atome
d’un puits à l’autre vaut

1

ℓ
ˆ 1 ´ η

1 ` η
ˆ ηs

1 ´ ηs

et de façon plus générale, l’énergie d’un défaut de phase est e` ou e´, selon qu’il s’agit
d’un défaut avance ou retard, avec

e` ` e´ “ 1

s
ˆ 1 ´ η

1 ` η

ÿ

ną0

n ηns

“ 1 ´ η

1 ` η
ˆ 1

ℓ
ˆ ηs

p1 ´ ηsq2

l’energie d’interaction entre chaque défaut est alors

´1 ´ η

1 ` η
ˆ 1

ℓ
ˆ η2s

p1 ´ ηsq2

négligeable devant la somme des énergies des défauts, comme cela se retrouve pour les
bosons de Goldstone en annexe IV.

III Théorème sur la partie continue d’une fonction

croissante

Théorème : La partie continue d’une fonction croissante est croissante.
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a Démonstration directe

Soit une fonction croissante h définie sur un intervalle borné, disons r0, 1s.
Ses discontinuités sont positives et dénombrables. En effet, pour le premier point,

soit une discontinuité d négative, en xO, on a par définition

lim
xÑxo xąxo
yÑxo yăxo

hpxq ´ hpyq “ d ă 0

donc, il existe x1 et y1 tels que x1 ą xo, y1 ă xo et hpx1q ´ hpy1q ă d
2

ă 0 ; ce qui est
absurde. Et pour le second point, soit Dn “ discontinuités d ą 1

n
, le cardinal de Dn

est fini et, soit D l’ensemble des discontinuités,

D “
ď

n ě 1Dn

est un ensemble dénombrable.
On définit alors une suite de fonction hn de la manière suivante : on retire à h les

discontinuités appartenant à Dn, en posant hnp0q “ hp0q. Comme elles sont en nombre
fini, hn est trivialement croissante, et comme on a Dn`1 Ą Dn, la suite phnqnPZ est
décroissante. On peut définir une limite h8 en chaque point, puisque les suites hnpxq
sont décroissantes et minorées (par hp0q). Mais la limite h8 est clairement croissante
et continue, elle ne diffère de h que par une somme de discontinuités, c’est la partie
continue de h et on a bien démontré le résultat.

b Cas général : décomposition d’une mesure positive

Ce résultat peut cependant être compris comme une application d’un théorème
fondamental en théorie de la mesure.

Soit une mesure positive, µ, le théorème de Radon-Nikodym affirme qu’on peut
la décomposer en une mesure dite absoluement continue (par rapport à la mesure de
Lebesgue), du type dµ “ hpxqdx où h est une fonction (Lebesgue)-mesurable, et une
mesure singulière µsing (qui n’agit que sur un espace S de mesure nulle 31). On peut
de plus décomposer la mesure singulière en une partie continue µsing cont et une partie
discrète µdisc qui n’agit que sur des points isolés I 32. Il est alors facile de vérifier que
le support I de la mesure discrète est dénombrable.

Or, pour toute fonction croissante f , l’application µ

s ´ 8, xs ÞÑ µps ´ 8, xsq “ fpxq
est une mesure sur R ; et quand on la décompose suivant le théorème principal, on
obtient :

µ “ µcont ` µdisc ` µsing cont

donc fpxq “ fcont ` fdisc ` fsing cont

et on a bien défini la décomposition de la fonction f en trois fonctions croissantes, une
absolument continue, une singulière continue (comme les escaliers du diable), et une
somme de discontinuités (c’est la généralisation d’une fonction en escalier).

31. c’est-à-dire que µsingpRzSq “ 0 et µLebesguepSq “ 0

32. c’est-à-dire que µdiscpRzIq “ 0 et @x P I, µdiscpxq ‰ 0
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IV Boson de Goldstone

Les théoriciens se querellent à propos de l’application du théorème de Goldstone,
pour les phases incommensurables. Il existe une phase libre qui prend ses valeurs sur
un espace dense dans R et, dans le régime analytique, on montre rigoureusement qu’il
s’agit en fait d’une phase continue. Donc, à priori, on espère qu’existent des phasons
libres, tels qu’ils découlent du théorème de Goldstone. Cependant, ces systèmes ne se
placent pas dans le même cadre, et il est préférable d’exhiber explicitement ces phasons
de masse nulle, comme le fait, par exemple Serge Aubry [38].

Je vais développer un modèle continu, obtenu de façon exacte à partir du modèle
de Frenkel & Kontorowa, pour lequel on pourra appliquer exactement le théorème
(tout ceci est valable uniquement pour un état incommensurable) ; on comprend en
particulier pourquoi ce théorème n’est valable que dans le régime analytique, et nous
mettrons bien en valeur le changement de symétrie qui s’opère à la transition, d’un
groupe continu au groupe discret correspondant. Ce travail montre bien que l’existence
d’une phase continue et d’une transition par changement de symétrie s’inscrit dans le
cadre des théories générales ; cependant, pour résoudre les équations obtenues, on se
sert des résultats déjà connus pour ces systèmes incommensurables, bien qu’on puisse
espérer démontrer les propriétés directement.

a Hamiltonien dépendant d’une fonctionnelle

Nous allons en premier lieu récrire l’hamiltonien à l’aide d’une fonctionnelle.

α Variable conjuguée

Tout d’abord, on peut toujours ajouter un terme correspondant aux quantités de
mouvement dans l’énergie, à l’aide d’une variable conjuguée des Un, pn “ mBUn

Bt , m
étant ici une masse. L’énergie devient :

H “
ÿ

n

LpUn, Un`1q ` 1

2m
p2
n

avec LpUn, Un`1q “ ℓW pUn`1 ´ Unq ` V pUnq. Pour un système de commensurabilité
ζ “ r

s
, la variable pn du fondamental vérifie des relations de périodicité analogues à

Un, à savoir :

pn`s “ pn

Le terme supplémentaire 1
2
p2
n n’a aucune influence pour les calculs qui vont suivre,

et on peut travailler tout aussi bien sans. Mais il permet d’introduire une dynamique
dans le système et sert dans l’étude des bosons qui suivra.

β Hamiltonien

On va maintenant établir une nouvelle représentation de l’énergie valable unique-
ment pour les états de rapport irrationnel, basée sur une analogie avec la fonction
enveloppe. Nous allons provisorement écrire H comme une somme finie, correspondant
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à un système commensurable de rapport r
s

et prendre la limite ultérieurement :

H “
Ns´1ÿ

n“´Ns

LpUn, Un`1q ` 1

2
p2
n

“
Ns´1ÿ

n“´Ns

LpUn ` ka, Un`1 ` kaq ` 1

2
p2
n pour tout k P Z

donc, on peut moyenner 2Nr termes en k :

“ 1

2Nr

Nr´1ÿ

k“´Nr

Ns´1ÿ

n“´Ns

LpUn ` ka, Un`1 ` kaq ` 1

2
p2
n

On peut toujours poser Un “ fpnlq par analogie avec l’étude du fondamental : ici, la
fonction f est une fonction quelconque. l

a
“ ζ “ r

s
étant rationnel, elle n’est définie

que sur les élements de la forme nr
s
a. Donc, elle n’est pas définie pour les élements de

la forme nr
s
a`ma, sauf pour m “ kr. Posons donc que fpx` aq “ fpxq ` a, et f sera

alors définie de façon univoque pour tous les élements de la forme nr`ms
s

a. En effet,
soit x “ nr`ms

s
a “ n1r`m1s

s
a, on a :

fpnr ` ms

s
aq “ Un ` ma d’une part, et

fpn
1r ` m1s

s
aq “ Un1 ` m1a d’autre part

Or, on impose à tous les états des conditions périodiques, donc

@k P Z, Un ` kra “ Un`ks

En appliquant cette relation avec k “ m ´ m1, on trouve les mêmes quantités et f est
bien définie.

De même, on posera ppnlq “ pn et ppx ` aq “ ppxq ; et on trouve enfin :

H “ 1

2Nr

Nr´1ÿ

k“´Nr

Ns´1ÿ

n“´Ns

L
´
fpnr ` ks

s
aq, fpnr ` ks

s
a ` ra

s
q
¯

` 1

2
ppnr ` ks

s
aq2

Tous les termes nr`ks de la somme seront compris entre ´2Nrs et 2Nrs´1. De plus,
à chaque entier m correspond un couple unique pn, kq tel que m “ nr ` ks et tous les
entiers m compris entre ´p2N´1qrs et p2N´1qrs´1 seront atteints dans la somme 33.

33. Soit m tel que ´p2N ´ 1qrs ď m ď 0, soient n, k P Z tels que : nr ` ks “ m puisque r et s
sont premiers entre eux. On peut de plus imposer que : ´Ns ď n ă ´pN ´ 1qs (il suffit de translater
simultanément n et k). On a alors :

m ě ´p2N ´ 1qrs donc

nr ` ks ě ´p2N ´ 1qrs donc

ks ą ´p2N ´ 1qrs` pN ´ 1qrs

“ ´Nrs soit finalement

k ą ´Nr et, d’autre part

m ă 0 donc
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Si on remplace la somme par une somme
ř2Nrs´1

m“´2Nrs, on ne négligera dans la première
que des termes correspondants aux entiers m tels que : ´2Nrs ď m ă ´p2N ´ 1qrs,
ou p2N ´ 1qrs ď m ă 2Nrs ´ 1 ; soit une erreur majorée par :

2rs

2Nrs
sup
n

LpUn, Un`1q ` 1

2
p2
n

On va se restreindre à des états tels que f (et p) admette une limite intégrable, et alors
|Un`1 ´ Un| „ |fpx` ζq ´ fpxq| sera borné, donc LpUn, Un`1q sera borné. On suppose
que L est suffisamment régulière.

On peut prendre la limite, pour N Ñ 8, s Ñ 8, en remplaçant la somme parř2Nrs´1

m“´2Nrs. On trouve exactement :

H “ lim
sÑ8
NÑ8

1

2N

s

r

1

s

2Nrs´1ÿ

m“´2Nrs

Lpfpma
s

q, fpma
s

` r

s
aqq ` 1

2
ppma

s
q2

“ lim
sÑ8

s

r

1

s

rsÿ

m“´rs

Lpfpma
s

q, fpma
s

` r

s
aqq ` 1

2
ppma

s
q2

“ 1

l

ż 8

´8
Lpfpxq, fpx` lqq ` 1

2
ppxq2dx

où j’ai utilisé le fait que r Ñ 8 car ζ ‰ 0, ainsi que les formules fpx ` aq “ fpxq ` a,
ppx ` aq “ ppxq et Lpx ` a, y ` aq “ Lpx, yq pour obtenir N fois le même terme, et
donc simplifier par N . Cependant, l’introduction de N était nécessaire pour montrer
rigoureusement que les termes de bords deviennent négligeables.

Le fait que l’on trouve une intégrale divergente ne doit pas surprendre puisqu’on
l’a construite à partir d’une somme qui est divergente. Comme je l’ai dit, on ne doit
considérer que les différences d’énergies entre les états. Cependant, de même que l’on
se ramène à des énergies finies pour les systèmes commensurables, grâce à la condition
de périodicité, en ne considérant plus qu’une période, la nouvelle écriture que l’on a
obtenue pour les systèmes incommensurables respecte-t-elle la période du potentiel.
On va donc restreindre cette nouvelle énergie sur une période, grâce aux conditions de
périodicité.

ks ă Nrs soit finalement

k ď Nr ´ 1

Ainsi, le couple pn, kq qui correspond à m est bien pris dans la somme.
Si 0 ď m ă p2n´ 1qrs, on procède pareillement : on choisit n tel que : pN ´ 1qs ď n ă Ns. On a alors

m ă p2N ´ 1qrs donc

nr ` ks ă p2N ´ 1qrs donc

ks ă p2N ´ 1qrs ´ pN ´ 1qrs

“ Nrs soit finalement

k ď Nr ´ 1 et, d’autre part

m ě 0 donc

ks ą ´Nrs soit finalement

k ą ´Nr

donc le couple pn, kq qui correspond à m est bien pris dans la somme.
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γ Fonction de partition

On peut donc introduire une théorie des champs classique à une dimension avec
contrainte, comme on le trouve chez Mather [39], régie par la fonction de partition :

ż

f croissante
fpx`aq“fpxq`a

rdf s exp
´

´
ż a

0

Lpfpxq, fpx` lqq ` ppxq2 dx
¯

Le champ p “ mBf
Bt est le champ conjugué de f , au sens classique. Si l’on fait les calculs

sans introduire la variable conjuguée de Un, on trouve les mêmes quantités sans le
terme en p.

On décrit ainsi exactement tous les états obtenus comme limites de suites aux
conditions périodiques Un`s “ Un ` ra, quand r

s
Ñ ζ irrationnel.

Avant d’aborder les bosons de Goldstone, on va d’abord dériver les équations de
stationnarité directement pour les états incommensurables. Nous allons d’abord dériver
les équations de stationnarité des états incommensurables, puis nous montrerons que
l’espace des états fondamentaux est dégénéré par rapport à la phase ϕ. Ensuite, nous
aborderons l’étude des bosons de Goldstone, en rappelant les équations générales qui
permettent de démontrer leur existence, puis en précisant la structure particulière de
ce problème.

δ Résolution des équations de stationnarité du modèle continu

On va se restreindre au cas LpUn, Un`1q “ ℓW pUn`1 ´ Unq ` V pUnq.
On trouve une équation de stationnarité :

´ℓW 1pfpx` lq ´ fpxqq ` ℓW 1pfpxq ´ fpx´ lqq ` V 1pfpxqq “ 0

Notons que la solution de cette équation est exactement la fonction enveloppe.
L’analyse de cette équation permet de démontrer l’existence des deux régimes, l’un

analytique, pour les forts couplages, l’autre non-analytique, pour les faibles couplages.

ǫ Invariance des états par translation

Dans ce modèle, les symétries des états fondamentaux G1 et G2 du texte corres-
pondent exactement à une invariance de l’énergie des états fondamentaux quand on
introduit un déphasage quelconque dans l’argument de la fonction enveloppe (cette
question n’est évidemment pas dénuée de sens puisque les états fondamentaux ne sont
définis que comme des minima locaux de l’énergie, et n’ont pas, à priori, la même
énergie). On ne saurait d’ailleurs pas le vérifier directement car, un déphasage, même
infinitésimal, peut entraîner une variation finie de la fonction enveloppe (qui peut être
discontinue). Ce résultat découle de ce que les états incommensurables sont construits
comme une limite d’états commensurables. En effet, si on prouve le résultat pour n’im-
porte quel état commensurable, comme une fonction enveloppe incommensurable est
limite uniforme (cf annexe I) de fonctions enveloppe commensurables, et que l’éner-
gie est continue par rapport aux fonctions enveloppes, il sera démontré pour les états
incommensurables. D’ailleurs, il n’est pas évident, à priori, que le résultat soit vrai
pour les états fondamentaux commensurables : si l’on admet, comme je l’ai fait dans
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l’annexe I, que les états r.a-périodiques sont bien les seuls états fondamentaux de com-
mensurabilité r

s
, cela découle de l’invariance sous l’action des opérateurs de symétrie

G1 et G2.
Avant d’étudier les conséquences de cette symétrie sur les systèmes étudiés, je rap-

pelle les équations correspondant à une symétrie générale.

b Invariance sous une symétrie quelconque

Nous allons redériver les équations correspondant à une invariance d’une action

S “
ż
Hpφpx, tqqdxdt

où Hpφq “ 1
2
pBφq2 ` V pφq 34 et l’énergie E est la somme d’une énergie cinétique

1
2

ş
pBφ

Bxq2dx et de V “
ş
V dx, sous l’action d’une symétrie continue, du type général :

φ Ñ φ ` δφ

x Ñ x` δx

t Ñ t` δt

On suppose que δφ, Bφ
Bxδx,

Bφ
Bt δt ! 1

S restera invariante : S Ñ S1 “ S, donc

0 “ S
1 ´ S

“
ż
Hpφpx` δx, t ` δq ` δφpx` δx, t` δtqq ´ Hpφpx, tqq dxdt

“
ż BH

Bφpy, t1q
´
δφpyq ` Bφ

Bxpyqδx` Bφ
Bt pyqδt

¯
dxdydtdt1

`
ż

1

2

B2H

Bφpy, t1qBφpz, t2q
´
δφpyqδφpzq ` 2δφpyqpBφ

Bxpzqδx ` Bφ
Bt pzqδtq

`pBφ
BxpyqBφ

Bxpzqpδxq2 ` 2
Bφ
BxpyqBφ

Bt pzqδxδt ` Bφ
Bt pyqBφ

Bt pzqpδtq2q
¯
dxdydzdtdt1dt2

`
ż BH

Bφpy, t1qpδpBφ
Bxqδx ` δpBφ

Bt qδtqdxdydtdt1 (IV,1a)

D’une part, l’équation générale du mouvement s’obtient par la stationnarité de
l’action, et elle s’écrit :

@f,
ż BH

Bφpyqpxqfpyqdxdydt “ 0

ce qui élimine une partie des termes dans la somme.
D’autre part, on notera :

Dpx, yq “
ż B2H

BφpxqBφpyqdzdt

34. pBφq2 “ Bφ
Bt

2
´ Bφ

Bx

2
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la forme dynamique de l’action.
Enfin, on notera Ăδφ la variation totale de φ, à savoir Ăδφpxq “ δφpxq ` Bφ

Bxδx` Bφ
Bt δt.

Si la transformation est infinitésimale, on peut éliminer les termes du troisième
ordre et au delà, et l’équation (IV,1a) s’écrit rigoureusement :

ż
ĂδφpxqDpx, yqĂδφpyqdxdy ” xĂδφ|D|Ăδφy “ 0 (IV,1b)

On a D “ δpBtt ´ Bxxq ` V2 où V2 est le coefficient de l’approximation quadratique de
l’énergie V, qui est de la forme mV2, et m joue ici le rôle de la masse. Comme cela
est vrai pour tous les Ăδφ, qui appartiennent au groupe de symétrie, on peut dériver
fonctionnellement par rapport à Ăδφ 35 :

pBtt ´ Bxx ` mqĂδφ “ 0 (IV,1c)

Il s’agit de l’équation d’une onde de propagation, avec un terme de masse : c’est une
vibration à courte distance.

c Boson de Goldstone

On a placé le système dans sa situation la plus générale, et montré qu’il développait
une onde à courte distance (non spontanée). Mais, si on place le système dans un état
fondamental statique, on trouvera, comme un cas particulier de ce premier résultat,
que la masse m est nulle, et, on obtient bien un boson de Goldstone :

Soit un état fondamental statique φo. Il minimise V, donc on développe V :

V pφo ` δφq “ V pφoq ` V1δφ`
ż

1

2
δφV2δφdxdt` . . .

On a donc ici :
V1pφoq “ 0

et, l’énergie étant invariante sous l’action de la symétrie, V Ñ V1 “ V, on obtient, de
façon analogue :

0 “ V
1 ´ V “

ż
V1
Ăδφ dx`

ż
1

2
ĂδφV2

Ăδφ dxdydt` . . .

Comme V1 donne zéro, on trouve :
ż
ĂδφV2

Ăδφ dxdydt “ 0

Autrement dit, autour d’un état fondamental statique, la masse correspondant aux
ondes de propagation est nulle, et, en effet, en soustrayant à l’équation (IV,1b), on
trouve :

B2pĂδφq “ 0

qui est bien une équation de propagation libre d’une particule de masse nulle. (D’après [40]).

35. Car Ăδφ parcourt un espace continu. Si l’on ne veut pas utiliser la défivée fonctionnelle, on peut
également partir de l’équation de stationnarité de l’action, écrite sous la forme

BH

Bφpxq
pxq “ 0

en l’appliquant aux états φ`Ăδφ -ce sont des états fondamentaux, qui conservent également la symétrie.
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d Cas particulier où l’action n’a pas de vrai terme fonction de
la quantité de mouvement

Dans le cas qui nous intéresse, l’action n’a pas tout à fait la même forme. On
a H “ 1

2

Bφ
Bt

2 ` V , le terme cinétique du potentiel est d’une forme particulière et on
l’inclut dans le second terme. On a donc maintenant E “ V. Sous cette forme, les
calculs seront exactement les mêmes, mais, cette fois-ci, δS “ 0 donne :

B2

Bt2 pĂδφq “ 0

et, surtout, à l’ordre des calculs considéré, puisque V2 “ 0 et donc δV “ 0, on a δE “ 0,
soit :

δE “ Opδ3q
donc, la création d’une excitation ne nécessite pas d’énergie. Ceci n’est pas le cas
général. On a vu que, usuellement, la particule créée est de masse nulle, mais, elle n’est
pas de fréquence nulle : elle est du type eip~k~x´ωtq. Ici, la particule est simplement du
type eikx, il s’agit d’une modulation statique, et on trouvera les valeurs de k par une
simple analyse de Fourier.

Il n’est pas inutile de vérifier comment la théorie s’applique dans le cadre particulier
de Frenkel & Kontorowa. On prendra pour simplifier :

Hpφq “ Bttφ ` pℓpφpx` ζq ´ φpxqq2 ` V pφpxqq

La symétrie du problème est :

δφ “ 0, δt “ 0, δx “ δ

On trouve alors :

0 “ δS

“
ż
dxdt

´B2φ

Bt2 ` 2ℓφpxq ´ ℓφpx` ζq ´ ℓφpx´ ζq ` V 1pφq
¯

pBφ
Bxδ ` B2φ

Bx2
δ2q

`
´ B3φ

Bt2Bx ` 2ℓ
Bφ
Bxpxq ´ ℓ

Bφ
Bxpx ` ζq ´ ℓ

Bφ
Bxpx ´ ζq ` Bφ

BxpxqV 2pφq
¯Bφ

Bxδ
2(IV,2)

qui sont les premiers termes du développement de :
ż
dxdtpB2φ

Bt2 ` 2ℓφpxq ´ ℓφpx` ζq ´ ℓφpx´ ζq ` V 1pφqqĂδφ

`
ż
dxdydt pδ2

ttpx´yq`2ℓδpx´yq´ℓδpx`ζ´yq´ℓδpx´ζ´yq`δpx´yqV 2pφqqĂδφpxqĂδφpyq

Et par ailleurs, les équations du mouvement δS
δφ

“ 0 s’écrivent :

:φpxq ` 2ℓφpxq ´ ℓφpx` ζq ´ ℓφpx´ ζq ` V 1pφq “ 0

et la forme dynamique sera :

D “ δttpx ´ yq ` 2ℓδpx´ yq ´ ℓδpx ` ζ ´ yq ´ ℓδpx ´ ζ ´ yq ` δpx ´ yqV 2pφq
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donc δS s’écrit finalement :
ż Bφ

BxpxqDpx, yqBφ
Bxpyq dxdy

36

Pour un état fondamental statique, on a l’équation de stationnarité :

2ℓφpxq ´ ℓφpx` ζq ´ ℓφpx´ ζq ` V 1pφq “ 0

Il suffit de dériver cette équation pour trouver que :

2ℓ
dφ

dx
pxq ´ ℓ

dφ

dx
px` ζq ´ ℓ

dφ

dx
px´ ζq ` dφ

dx
pxqV 2pφq “ 0 (IV,3)

ce que l’on aurait également trouvé en écrivant que l’énergie V est invariante sous
l’action de la symétrie de translation. Donc, comme prévu, pour les états proches des
états fondamentaux, l’équation (IV,2) s’écrit :

Bttpx´ yqdφ
dx

pyq “ 0

Remarque : φ est dans ce dernier cas la fonction enveloppe f . Et le mode de pha-
son de fréquence nulle est donné par sa dérivée. Quand on revient au modèle discret,
on prend donc un phason proportionnel à 9fpnl ` δq ; et on vérifie que ceci est bien
solution de l’équation de propagation discrète d’une particule pdnqnPZ de masse nulle
correspondante :

@n P Z,
ÿ

m,n

Dm,ndn “ 0

avec
Dm,n “ 2ℓδm,n ´ ℓδm,n`1 ´ ℓδm,n´1 ` δm,nV

2pUnq

e Absence de boson de Goldstone à petit couplage : discrétisa-
tion de la symétrie

Bien sûr, comme on l’aura remarqué, toutes les démonstrations ne sont valables que
dans le cas où Ăδφ ! 1, donc, en particulier ici, quand fpx`ǫq´fpxq

ǫ
est borné et admet une

limite ; ceci est vérifié dans le régime analytique, car alors, f est dérivable. Par contre,

36. Remarque : on a δ 9φpxq
δφpyq “ ´δtpx´ yq et δ :φpxq

δφpyq “ δttpx´ yq. Pour le voir, on calcule par exemple :

@f,
δ

δφpyq

ż
9φpxqfpxqdx “

ż
δ 9φpxq

δφpyq
fpxqdx mais, également

“
δ

δφpyq

ˆ
rφpxqfpxqsbords ´

ż
φpxq 9f pxqdx

˙

si on néglige les effets de bords

“ ´

ż
δφpxq

δφpyq
9fpxqdx “ ´ 9fpyq

d’où le résultat.
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dans le régime non-analytique, f 1 contient des Dirac, à cause des discontinuités de f , et
Ăδφ n’est pas une quantité infinitésimale : la symétrie, bien qu’elle soit définie par rapport
à une phase continue, agit dans ce cas de façon discrète sur les états fondamentaux.
Le théorème de Goldstone ne s’appliquant que pour des symétries continues, il y a
disparition des modes de Goldstone à petit couplage.

f Forme des bosons de Goldstone

On a ainsi mis en évidence la véritable nature de la transition par brisure d’analy-
cité : elle correspond à un changement de la symétrie de l’espace des états fondamen-
taux, et plus précisement, du passage d’une symétrie continue à une symétrie discrète.

Nous revenons maintenant à l’étude des bosons de Goldstone, dans le régime ana-
lytique.

Pour connaître plus précisement la forme de ces excitations, on cherche la valeur de
leur moment, donc on analyse l’équation (IV,3) en transformée de Fourier. On utilise
ici la périodicité pour définir des composantes de Fourier discrétisées. On pose bk les
composantes de df

dx
et Ṽ la transformée de V et on obtient :

ℓp e2πikζ ` e´2πikζ ´ 2qbk ` Ṽ ˚ b “ 0

Si l’on développe V en polynome, disons V “ a0 ` a1x` . . .` an ` . . ., on trouve :

4
?
ℓ sinpπkζq “ a0δ ` a1p2iπ

k
p´1qk`1q ` a2p4π

k2
p´1qk ` δ

3
q

`a3p2iπ3

k
p´1qk`1 ` 12π

k3
p´1qkq (IV,4)

`a4p8π3

k2
p´1qk ` 48π

k4
p´1qk`1 ` δ

5
q ` . . .

donc, en première approximation, on trouve bien que df

dx
est une fonction eikx et k sera

donné par l’équation :

| sinpπkζq| “ 1

2
?
ℓ

c
a0 ` a2

3
` . . .` a2p

2p ` 1
` . . .

Il n’existe pas de solutions exactes à l’équation (IV,4), mais, comme ζ est irrationnel,
il existe des valeurs de k pour lesquelles la différence entre les deux termes est aussi
petite que l’on veut. Donc, comme ceci n’est qu’une approximation, on prendra les
valeurs de k correspondant aux solutions approchées.

g Dynamique des phonons

Je voudrais, pour clore ce chapitre, étudier l’énergie d’interaction entre deux pho-
nons de Goldstone.

On a déjà vu, que, à cause de la disparition du terme de gradient habituel dans
l’action, et ceci n’est pas une pathologie, mais une trace du caractère discret
du modèle de base, l’augmentation d’énergie due à une excitation est nulle au second
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ordre. On va voir qu’il en est de même pour les excitations à plusieurs particules :
l’énergie d’interaction à plusieurs particules est en fait nulle au second ordre.

On va noter f1 et f2 les excitations autour d’un état fondamental décrit par f . On
a l’énergie du système en présence de ces deux excitations qui devient :

Hpf ` f1 ` f2q ´ Hpfq

“
ż
dx
t

2
pfpx ` ζq ` f1px ` ζq ` f2px` ζq ´ fpxq ´ f1pxq ´ f2pxqq2

`V pfpxq ` f1pxq ` f2pxqq ´ ℓ

2
pfpx` ζq ´ fpxqq2 ´ V pfpxqq

“
ż
dx
f1pxq ` f2pxq

2
p2ℓfpxq ´ ℓfpx` ζq ´ ℓfpx´ ζq ` V 1pfqq

` f1pxq
2

p2ℓf1pxq ´ ℓf1px ` ζq ´ ℓf1px ´ ζq ` f1pxqV 2pfqq

` f2pxq
2

p2ℓf2pxq ´ ℓf2px ` ζq ´ ℓf2px ´ ζq ` f2pxqV 2pfqq
` f1pxqp2ℓf2pxq ´ ℓf2px ` ζq ´ ℓf2px ´ ζq ` f2pxqV 2pfqq “ 0

Le premier terme de la somme, du premier ordre, est naturellement nul puisqu’il ex-
prime la stationnarité de l’énergie (en négligeant les effets de bords). Les deux termes
suivants sont identiques au développement de l’énergie d’une excitation au second ordre,
et sont nuls à cause de la structure particulière de l’action. Par contre, le dernier terme
de la somme est l’énergie d’interaction proprement dite entre les deux excitations, donc,
on ne s’attend pas à priori qu’il soit nul ; ce qui est pourtant le cas, puisque l’on re-
trouve juste le terme qui intervient dans l’équation (IV,3). Et d’ailleurs, le calcul peut
être facilement généralisé pour les interactions à trois particules et plus.

Par contre, les termes d’ordre trois et au delà n’ont aucune raison de s’annuler, et
de fait, ils seront nécessairement non nuls afin d’induire une dynamique non triviale
dans le système.

V Dispersion à couplage nul

On va trouver de façon exacte les états fondamentaux, pour le modèle de Holstein-
Peierls, quand le couplage est nul. En particulier, on peut généraliser l’action et intro-
duire une dispersion. Il se trouve que, à couplage nul, on peut se ramener facilement au
cas sans dispersion. Je vais donc d’abord étudier le système sans dispersion à couplage
nul.

a Résolution exacte, sans dispersion, à couplage nul

Les équations s’écrivent (d’après les formules générales, voir annexe suivante) :

Eµψµ
n “ Unψ

µ
n et Un “ ´

ÿ

µ occ

|ψµ
n |2 “ ´ρn

On fait une partition de Z en domaines Ii pour regrouper des ρn identiques entre
eux. Il n’est pas obligatoire de supposer que les ρn sont différents entre domaines
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différents, mais pour deux domaines ayant des ρn distincts, un état propre ψµ
n ne peut

avoir de valeurs non nulles que sur l’un d’entre eux. On peut donc supposer, quitte à
regrouper des domaines ayant même ρn, que chaque état propre ne prend ses valeurs
que sur un seul domaine.

Dans un domaine, on a, grâce à la première équation :

Si “ cardpIiq “ nombre d’atomes

Ri “ nombre d’électrons

@n P Ii, ρn “ ρi ď 1 et @µ, Eµ “ ´ρi
et grâce à la seconde :

Un “ ´ρi et
ÿ

iPIi

ÿ

µ occ

|ψµ
n |2 “

ÿ

µ occ

ÿ

iPIi
|ψµ

n |2

soit
ÿ

iPIi
ρi “

ÿ

µ occ

1 d’où

Siρi “ Ri donc Ri ď Si

On a caractérisé les états autant qu’on pouvait le faire, dans le sens où l’ensemble
des fonctions d’ondes définissant une densité uniforme donnée est infiniment dégénéré.
On peut calculer exactement la contribution Ei du domaine à l’energie totale E, à savoir
les énergies des électrons localisés dans Ii et celles des atomes de Ii :

Ei “
ÿ

µ de Ii

EµpUppPZq `
ÿ

nPIi

U2
n

2

“
ÿ

µ de Ii

´ρi `
ÿ

nPIi

p´ρiq2

2

“ ´Riρi ` Si

ρ2
i

2

“ ´R2
i

2Si

et on a finalement :

E “
ÿ

Ei “ ´
ÿ R2

i

2Si

On remarque que, si l’on rassemble deux domaines de même ρi, on ne change pas la
somme totale puisque, soient R1 “ k1R, S1 “ k2S, R1 “ k1R, S1 “ k2S, on a

pR1 ` R2q2

S1 ` S2

“ pk1 ` k2qR2

S
“ k1

R2

S
` k2

R2

S
“ R2

1

S1

` R2
2

S2

Pour trouver le fondamental, il suffit de minimiser cette dernière expression. Je rajoute
des multiplicateurs de Lagrange pour tenir compte des différentes contraintes.

On cherche les extrema de :

ÿ

i

´1

2

R2
i

Si

` µpζ
ÿ

i

Ri ´
ÿ

i

Siq ` νp
ÿ

i

Si ´ Sq `
ÿ

i

ϑip|Ri ´ Si| ` pRi ´ Siqq
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D’où des équations, lorsque Ri ‰ Si :

´Ri

Si

` µ “ 0
R2

i

S2
i

` ν ´ ζµ “ 0 etc

Donc, en fait, pour les configurations extremalisant l’énergie, ρi ne peut prendre que
deux valeurs, celle donnée par ces équations et 1 (pour une fonction discontinue, il
n’est pas nécessaire d’annuller les dérivées à droite et à gauche à la fois pour obtenir
un minimum). En regroupant en deux domaines, on peut écrire :

R1 “ µS1, R2 “ S2, R1 ` R2 “ ζpS1 ` S2q

soit encore

R1 “ p1 ´ ζqµ
1 ´ µ

S, S1 “ p1 ´ ζq
1 ´ µ

S, R2 “ S2 “ pζ ´ µq
1 ´ µ

S

d’où
µ ď ζ

On cherche donc les extrema de :

´ R2
1

2S1

´ R2
2

2S2

“ S

2
p ´ 1 ` p1 ´ ζqpµ` 1qq

Pour µ P r0, ζs, cette fonction de µ, monotone, est minimale en 0, et l’energie E

vaut alors E “ ´ζ S
2
, et maximale en ζ , et l’énergie E vaut alors E “ ´ζ2 S

2
.

Les configurations minimisant l’énergie sont tout simplement celles pour lesquelles
chaque atome est, soit totalement occupé, soit totalement vide. Une façon de le réaliser
est d’avoir des électrons totalement localisés en un site. Mais, ce n’est pas la seule, car
l’énergie est totalement dégénérée, et toutes les configurations électroniques correspon-
dant à une telle densité sont fondamentales ; il suffit de minimiser E par rapport aux
Un, sans ajouter de contraintes sur ces fonctions d’ondes électroniques.

Par ailleurs, on a montré, au passage, que l’état le moins distordu est celui de plus
haute énergie, ce qui est une confirmation éclatante du principe de distorsion de Peierls.
On peut facilement le redémontrer par une méthode élémentaire : si l’on regroupe en
un domaine homogène deux domaines de ρi différents, on augmente l’énergie totale.

Soient en effet R1

S1
‰ R2

S2
, on a une différence d’énergie :

´pR1 ` R2q2

2pS1 ` S2q ` R2
2

2S2

` R2
1

2S1

“ ´S1S2pR1 ` R2q2 ` pS1 ` S2qS1R
2
2 ` pS1 ` S2qS2R

2
1

S1S2pS1 ` S2q

“ pS1R2 ´ S2R1q2

S1S2pS1 ` S2q
ą 0

b Résolution exacte, avec dispersion, à couplage nul

J’introduis maintenant une dispersion pour les phonons. On remplace, dans l’éner-
gie, le terme

ř
nPZ

U2
n

2
par

1

2

t

UCU
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où U représente pUnqnPZ et C l’intéraction phonon-phonon est un opérateur avec des
termes non diagonaux qui imposent une dispersion. Et on va faire l’étude à couplage
infini.

On a l’équation ÿ

mPZ
Cn,mUm “ ´ρn.

où ρn est toujours la densité électronique.
Lorsqu’on se restreint à une zone Ii maximale où les Un ont tous la même valeur,

on trouve simplement
ř

nPIi ρn états électroniques, qui ont tous l’énergie Un.
Finalement, la contribution totale des énergies électroniques est

´
ÿ

i

ÿ

nPIi
Un

ÿ

mPZ
Cn,mUm “ ´tUCU

et l’énergie totale E “ ´1
2

t
UCU avec les conditions

~e.~ρ “ ζ

et 0 ď ~ρ.~ı ď 1 pour tout i

où les ~ı représentent les vecteurs de la base canonique : ~ın “ δi,n, ~e “ 1
S

ř
~ı (S est la

taille du système) et ~ρ est le vecteur densité.
Pour trouver les états propres, il suffit de diagonaliser la matrice racine de C, qui

existe dès que C est symétrique. En effet, soit la matrice R telle que

tR̄R “ C

si on fait le changement de base
~ı Ñ~ı 1 “ R~ı

le système précédent d’équations devient

E “ ´1

2
~ρ 1.~ρ 1

avec les conditions
~e 1.~ρ 1 “ ζ

et 0 ď ~ρ 1.~ı 1 ď 1 pour tout i

On est revenu au problème sans dispersion, qui a déjà été résolu. Aussi, les états
propres ~ρ 1 exprimés dans cette base ont-ils pour coefficients des 0 et des 1, correspon-
dant à vide ou occupé.

Si la matrice de dispersion est inversible, ce qui est normalement le cas, par un
changement de variable

~ı Ñ~ı 1 “ R´1~ı

on passe de ces vecteurs propres aux vrais pρnqnPZ ou aux pUnqnPZ. Sinon, on pourra
toujours exprimer les solutions implicitement comme les configurations U telles que
RU s’exprime à l’aide de 0 et de 1.
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VI Résolution en perturbation du modèle de Holstein-

Peierls à petit couplage

On étudie dans cette partie les états à petit couplage vus comme des perturbations
des états à couplage nul.

a Définition d’un opérateur exprimant les équations de station-
narité

On s’intéresse dans cette partie dorénavant uniquement aux Un, donc aux ρn. Nous
allons utiliser le théorème du point fixe pour montrer que l’on peut prolonger les pUnqnPZ
solutions d’énergie minimale à ℓ “ 0 en ceux d’états métastables à ℓ ‰ 0.

A ℓ “ 0, le fondamental est très fortement dégénéré. On peut caractériser les états
fondamentaux en disant que les ρn sont des fonctions à valeurs dans 0, 1. Si on prolonge
continûment ces états, on trouve des solutions, à petit ℓ, dont les concentrations ρn
sont proches de 0 ou de 1. On va donc se restreindre à priori dans l’espace des états
qui vérifient une telle condition, et montrer qu’ils sont bien obtenus par prolongement.
Soit la classe

Aτ “ ρnnPZ tel que ρn P r0, τ s Y r1 ´ τ, 1s τ P r0, 1

2
r

on supposera que les états appartiennent à cette classe.
On va exhiber un opérateur F , agissant sur les pUnqnPZ, qui laisse Aτ invariante,

et qui est contractant sur cette classe. F est choisi de telle façon que ses points fixes
vérifient les équations de stationnarité du modèle. Le théorème fixe nous permet alors
d’affirmer que les suites d’élements définies par la récurrence

Uk`1 ” pUk`1
n qnPZ “ F pUkq

convergent vers un point fixe unique, qui est donc un état stationnaire. F étant continu
en ℓ, on en déduit également que ces états sont continus en ℓ, et sont donc des pro-
longements analytiques des solutions à ℓ “ 0. Toutes les solutions à ℓ “ 0 sont ainsi
prolongeables, et on aura finalement bien montré le résultat annoncé.

Choisissons tout d’abord un opérateur F . On va le définir implicitement par la
relation de récurrence. Supposons pUk

nqnPZ connu, on va fixer alors Un “ Uk
n dans

l’hamiltonien H , puis calculer les états propres pψµ
nqnPZ de H (avec ces Un !). Puis, on

pose
Uk`1
n “ ´

ÿ

µ occ

|ψµ
n |2

où on a fait la somme sur les états électroniques jusqu’au niveau de Fermi.
En effet, si on fait converger le processus, la relation

Un “ ´ρn

sera bien vérifiée, et les pψµ
nqnPZ seront bien états propres de H . L’état qu’on aura ainsi

obtenu sera en fait un état métastable.
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Cependant, le simple calcul des pψµ
nqnPZ s’avère trop compliqué et l’on devra les

faire disparaître dans des majorations.
L’opérateur :

F :Aτ Ñ Aτ

UnnPZ ÞÑ U 1
nnPZ défini par

U 1
n “ ´

ÿ

µ occ

|ψµ
n |2

avec
Eµψµ

n “ ´ℓψµ
n`1 ´ ℓψ

µ
n´1 ` Unψ

µ
n

est bien défini, mais, trop difficile à calculer explicitement. En particulier, je ne sais pas
montrer qu’il est analytique, contrairement au cas du modèle de Frenkel & Kontorowa.

b Stabilité de Aτ sous l’action de F

Notons tout d’abord que les solutions à couplage ℓ nul, que je noterai pU8
n qnPZ,

appartiennent bien à la classe Aτ quel que soit τ , puisque même τ “ 0 conviendrait.
Montrons que F pAτq Ă Aτ .
Fixons donc pUnqnPZ, et ℓ. Soit Eµ l’ensemble des énergies propres de H (avec ces

Un), et en particulier, Eµ
8 celles correspondant à un couplage nul, on a :

|Eµ ´ Eµ
8| ă ℓ. supp|BE

µ

Bℓ |q

où, et à pUnqnPZ fixé, la dérivation de Eµ par rapport à ℓ est obtenue, soit formellement,
soit par un calcul en perturbation, de façon analogue à la dérivation par rapport à Un,
qu’on effectue pour trouver les équations de stationnarité. Donc on trouve :

BEµ

Bℓ “ ´
ÿ

nPZ
2ℜpψ̄µ

n`1ψ
µ
nq

ă 2}ψµ}2

ă 2

donc
|Eµ ´ Eµ

8| ă 2ℓ

Comme Eµ
8 “ Un P Aτ , on a finalement 37 :

Eµ P r´τ ´ 2ℓ, 2ℓs Y r´1 ` τ ` 2ℓ,´1 ´ 2ℓs
37. Remarque : le calcul ci-dessus n’est entièrement justifié que pour un système fini. Cependant,

pour un système infini, on peut développer l’argument suivant. Raisonnons par l’absurde et supposons
qu’il existe une solution dans l’espace de Hilbert des états physiques de l’équation de Schrödinger avec
pUnqnPZ et E ą 2ℓ ou E ă ´1 ´ 2ℓ ou enfin ´1 ` 2ℓ` τ ă E ă ´2ℓ´ τ . On a l’équation pour tout n :

´tψn`1 ´ tψn´1 ` Unψn “ Eψn

que l’on récrit

ψn`1 “
Un ´ E

ℓ
ψn ´ ψn´1

Posons le coefficient αn ” pUn ´ Eq
L
ℓ. Quand E ą 2t, on a @n P Z, αn ă ´2. On posera alors :

94



En particulier, pour ℓ ą 1´2τ
4

, les bandes d’énergie des états occupés et celles des
états vides restent séparées, donc la somme sur µ signifira automatiquement somme
sur les états jusqu’au niveau de Fermi.

Posons maintenant

Eµ
o “ 0 pour un état vide, et

“ ´1 pour un état occupé.

On a :

|Eµ ´ Eµ
o | ă |Eµ ´ Eµ

8| ` |Eµ
o ´ Eµ

8|
ă 2ℓ ` τ

car Eµ
8 P Aτ

Et, finalement, on va en déduire un encadrement du même type pour les U 1
n.

α Premier encadrement des U 1
n

On a :
Eµψ̄µ

nψ
µ
n “ ´ℓψ̄µ

nψ
µ
n`1 ´ ℓψ̄µ

nψ
µ
n´1 ` Unψ̄

µ
nψ

µ
n

αn ă ´2 ´ d. Quand E ă ´1 ´ 2t, on posera de même @n P Z, αn ą 2 ` d. Et enfin quand
´1 ` 2t ` τ ă E ă ´2t ´ τ , soit n est tel que Un ą ´τ et on pose αn ą 2 ` d, soit n est tel que
Un ă ´1 ` τ et on pose αn ă ´2 ´ d.

Supposons d’abord αn ą 2 ` d, on va traiter différents cas. 1) Soit ψ1 ą ψ0 ě 0, par récurrence,
on prouve que :

@n P N, ψn ą ψn´1 et ψn ą p1 ` dqn´1ψ1

En effet, supposons la propriété démontrée jusqu’à l’ordre n, comme par hypothèse ψn ą 0, on peut
écrire :

ψn`1 “ αnψn ´ ψn´1

ą p2 ` dqψn ´ ψn´1

“ p1 ` dqψn ` pψn ´ ψn´1q

et en appliquant l’hypothèse de récurrence, on en déduit exactement ψn`1 ą ψn et ψn`1 ą p1`dqnψ1,
soit la propriété à l’ordre n ` 1.
2) Soit ψ0 ą ψ1 ě 0, on pose φn “ ψ´n et φn vérifie exactement les conditions du premier cas.
3) Soit ψ1 ą 0 et ψ0 ď 0, on a alors ψ2 ě p2`dqψ1 ą 0, donc on pose φn “ ψn`1 qui vérifie exactement
les conditions du premier cas.
4) Soit ψ0 ą 0 et ψ1 ď 0, on pose φn “ ψ´n qui vérifie exactement les conditions du troisième cas.
5) Soit ψ0 ă 0 et ψ1 ě 0, on pose φn “ ´ψn qui vérifie exactement les conditions du quatrième cas.
6) Soit ψ1 ă 0 et ψ0 ě 0, on pose φn “ ´ψn qui vérifie exactement les conditions du troisième cas.
7) Soit 0 ě ψ0 ą ψ1, on pose φn “ ´ψn qui vérifie exactement les conditions du premier cas.
8) Soit 0 ě ψ1 ą ψ2, on pose φn “ ´ψn qui vérifie exactement les conditions du second cas.
9) Le dernier cas qui reste est ψ0 “ ψ1 “ 0, donc interdit.
Si on suppose maintenant que αn ă ´2 ´ d, on pose alors φn “ p´1qnψn et on se retrouve toujours
dans un des cas étudiés.
Si enfin on considère le cas ´1 ` 2t ` τ ă E ă ´2t ´ τ , on pose φn “ ´ψn quand αn ă ´2 et
φn “ ψn sinon. On se retrouve avec une équation de récurrence φn`1 “ αnφn ˘ φn´1, qui est plus
dure à résoudre techniquement, mais analogue. Donc, on a prouvé que dans tous les cas ψn diverge de
façon géométrique, avec une raison 1`d, en `8 ou ´8. Donc l’état correspondant n’appartient pas
à l’espace des états, et on a démontré la relation |Eµ ´ E

µ
8| ă 2t.
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Cette fois, on va sommer sur tous les indices µ, y compris les états vides. D’oùÿ

µ

Eµψ̄µ
nψ

µ
n “ ´ℓ

ÿ

µ

ψ̄µ
nψ

µ
n`1 ´ ℓ

ÿ

µ

ψ̄µ
nψ

µ
n´1 ` Un

ÿ

µ

ψ̄µ
nψ

µ
n

“ ´txn|n` 1y ´ txn|n´ 1y ` Unxn|ny
“ Un

Or :

U 1
n “ ´

ÿ

µ occ

|ψµ
n |2

“ ´
ÿ

µ

χpµP occq|ψµ
n|2

“
ÿ

µ

Eµ
o |ψµ

n |2

d’où :

|U 1
n ´ Un| ă

ÿ

µ

|Eµ ´ Eµ
o |ψ̄µ

nψ
µ
n

ă 2ℓ ` τ

et

|U 1
n ´ U8

n | ă |Un ´ Uµ
n | ` |U 1

n ´ Un|
ă |Un ´ U8

n | ` 2ℓ ` τ

mais cela sera insuffisant pour conclure.

β Deuxième encadrement des U 1
n

On va faire intervenir H2 afin de mieux prendre en compte les échanges. On a :

pEµq2ψµ
n “ ´ℓEµψ

µ
n`1 ´ ℓEµψ

µ
n´1 ` UnE

µψµ
n

“ ℓ2ψ
µ
n´2 ` ℓ2ψ

µ
n`2 ` 2ℓ2ψµ

n

´ℓUn´1ψ
µ
n´1 ´ ℓUn`1ψ

µ
n`1 ´ ℓUnψ

µ
n´1 ´ ℓUnψ

µ
n`1 ` U2

nψ
µ
n

d’où en multipliant par ψ̄µ
n et en sommant sur µ, on trouve :

ÿ

µ

pEµq2|ψµ
n|2 “ 2ℓ2 ` U2

n

En utilisant cette relation et
ř

µE
µ|ψµ

n |2 “ Un, on a :
ÿ

µ

pEµ ´ U8
n q2|ψµ

n|2 “ 2ℓ2 ` pUn ´ U8
n q2

mais on peut écrire aussi :ÿ

µ

pEµ ´ Eµ
o q2|ψµ

n|2 “
ÿ

µ

pEµ ´ U8
n q2|ψµ

n |2 ´ 2
ÿ

µ occ

pEµ ´ Eµ
8q|ψµ

n |2 ´
ÿ

µ occ

|ψµ
n|2

`2U8
n

ÿ

µ

pEµ ´ Eµ
8q|ψµ

n |2 ´ 2U8
n

ÿ

µ occ

|ψµ
n |2q ` U8

n

ÿ

µ

|ψµ
n |2

“ 2ℓ2 ` pUn ´ U8
n q2 ` pU 1

n ´ U8
n qp1 ` 2U8

n ` pEµ ´ Eµ
o qq

ą 0
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D’où, pour un état vide, U8
n “ 0, on trouve :

U 1n ą ´ 2ℓ2 ` τ 2

1 ´ 2τ ´ 4ℓ

et, pour un état occupé, U8
n “ ´1, on trouve :

U 1n ă ´1 ` 2ℓ2 ` τ 2

1 ´ 2τ ´ 4ℓ

Il est facile de trouver ℓ, à τ fixé, tel que

2ℓ2 ` τ 2

1 ´ 2τ ´ 4ℓ
ă τ

De plus, on peut légèrement améliorer la borne [31], en utilisant essentiellement le
fait que

|Un ´ U8
n ` τ

2
| ă τ

2

tandis que l’on a seulement utilisé

|Un ´ U8
n | ă τ

Comme par ailleurs,
Un “ ´ρn P r´1, 0s

on a bien prouvé que

U 1nnPZ P Aτ , donc que F pAτ q Ă Aτ

c Contraction de F

On va établir maintenant que F est contractante pour des valeurs de ℓ pas trop
grandes.

On va montrer que la matrice de terme général p BU 1
n

BUm
qn,m “ p BFn

BUm
pUkkPZqqn,m est

contractante.
Par un calcul en perturbation, on a :

Bψµ
n

BUm

“
ÿ

µ1

ψµ1

n

ψ̄µ1

mψ
µ
m

Eµ1 ´ Eµ

d’où
BFn

BUm

pUkkPZq “
ÿ

µ occ, µ1

ψ̄µ
nψ

µ1

n ψ̄
µ1

mψ
µ
m

Eµ1 ´ Eµ
` c.c.

On le notera ∇Fn,m.

∇Fn,m “
ÿ

µ occ, µ1 vide

ψ̄µ
nψ

µ1

n ψ̄
µ1

mψ
µ
m

Eµ1 ´ Eµ
` c.c.

On va majorer
}∇FX}2 “

ÿ

n,m

Xn∇Fn,mXm
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On a, pour tout pµ, µ1q :

Eµψ̄µ
nψ

µ1

n “ ´ℓψ̄µ
nψ

µ1

n`1 ´ ℓψ̄µ
nψ

µ1

n´1 ` Unψ̄
µ
nψ

µ1

n

donc, en prenant la partie conjuguée, en intervertissant µ et µ1, et en faisant la diffé-
rence, on trouve :

pEµ1 ´ Eµqψ̄µ
nψ

µ1

n “ ℓψ̄µ
npψµ1

n`1 ` ψ
µ1

n´1q ´ ℓpψ̄µ
n`1 ` ψ

µ
n´1qψµ

n

donc

|∇FX|2 “
ÿ

µ occ, µ1 vide

ÿ

n,m

pEµ1 ´ Eµqψ̄µ
nψ

µ1

n pEµ1 ´ Eµqψ̄µ1

mψ
µ
m

pEµ1 ´ Eµq3
XnXm ` c.c.

“ 2
ÿ

µ occ, µ1 vide

|řnpEµ1 ´ Eµψ̄µ
nψ

µ1

n Xn|2
pEµ1 ´ Eµq3

et, en profitant du “gap" en énergie entre états vides ou occupés

ă 2

p1 ´ 2τ ´ 4ℓq3

ÿ

µµ1

|
ÿ

n

pEµ1 ´ Eµqψ̄µ
nψ

µ1

n Xn|2

“ 2

p1 ´ 2τ ´ 4ℓq3

ÿ

µµ1

ÿ

n,m

pEµ1 ´ Eµqψ̄µ
nψ

µ1

n pEµ1 ´ Eµqψ̄µ1

mψ
µ
m XnXm

“ 2ℓ2

p1 ´ 2τ ´ 4ℓq3

ÿ

n,m

XnXm

ÿ

µµ1

pψ̄µ
npψµ1

n`1 ` ψ
µ1

n´1q ´ pψ̄µ
n`1 ` ψ̄

µ
n´1qψµ1

n q

ˆpψ̄µ
mpψµ1

m`1 ` ψ
µ1

m´1q ´ pψ̄µ
m`1 ` ψ̄

µ
m´1qψµ

mq

“ 2ℓ2

p1 ´ 2τ ´ 4ℓq3

ÿ

n,m

XnXmp4δn,m ´ 2δn,m´1 ´ 2δn,m`1q

ă 8ℓ2

p1 ´ 2τ ´ 4ℓq3
}X}2

On peut facilement choisir ℓ suffisamment petit pour que le facteur soit inférieur à
1, donc alors l’application est bien contractante.

d Optimisation de τ

La courbe τ ÞÑ ℓpτq, où ℓpτq est la valeur de ℓ maximale telle que Aτ soit stable
par F et que l’application F soit bien contractante (alors le théorème du point fixe
peut s’appliquer), admet un maximum pour une valeur de ℓ correspondant au couplage
électron-phonon g “ 1?

ℓ
„ 2,894 et τ ď 0,02 (la courbe est présentée dans le texte

principal).
On a bien montré que l’on peut prolonger les états à couplage nul en des états à petit

couplage. Comme l’application F est bien continue (on peut le voir sur les expressions
de ∇F ), et par application des théorèmes généraux du point fixe, (voir annexe VIII),
les solutions ainsi obtenues sont continues en le paramètre ℓ. Il est moins certain qu’il
s’agisse d’un prolongement analytique.
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On a vu dans la partie principale du texte que le spectre des phonons admet un
“gap", et on en a déduit, par continuité, que tous les états obtenus sont métastables.
On n’obtient pas tous les états, on n’est même pas sûr que toutes les configurations de
plus basse énergie sont prolongeables à partir d’un état à couplage nul.

e Modèle avec une dispersion

On va voir, pour conclure cette annexe, que, lorsque l’on rajoute une dispersion
pour les phonons, donc, un couplage phonon-phonon, les propriétés se généralisent sans
peine. Ce résultat, sans difficulté, est cependant crucial d’un point de vue physique,
car, comme il existe toujours dans la nature une certaine dispersion, la théorie doit
prendre en compte ces effets pour garder une grande validité.

On va d’abord montrer que l’on peut toujours prendre des configurations telles
que la densité électronique soit dans un espace noté Ãτ , ou du moins, à cause de la
méthode utilisée, on le montrera à couplage nul. Puis, on verra qu’il existe une nouvelle
application F̃ qui laisse Ãτ stable et est contractante.

En s’inspirant de l’annexe V, où le système à couplage nul est exactement résolu
pour une dispersion quelconque C, on va faire le changement de variable

~x ÞÑ R~x

La définition de l’espace Ãτ qui reste stable sous l’application F̃ est moins facile à inter-
préter physiquement, puisque ce sont les configurations telles que RU |n “ ř

mRn,mUm

appartiennent à l’intervalle r´1,´1 ` τ s Y r´τ, 0s. La concentration électronique n’est
plus localisée sur des sites aléatoirement choisis. Toutefois, lorsque la dispersion est
faible, on retrouve une répartition électronique avec des atomes (presque) vides et des
atomes presque occupés. En particulier, si on mesure l’écart entre la matrice C et l’iden-
tité par un paramètre linéaire η, on vérifie facilement que pour η „ τ 2, les conditions
sans dispersion sont encore suffisantes 38.

Puis, on va définir F̃ , qui laisse Ãτ stable, par le même changement de variable :
F̃ “ R´1FR où F est l’ancienne application. D’où

∇F̃ “ R´1
∇F R

est de norme matricielle strictement inférieure à 1 ; autrement dit, F̃ est bien contrac-
tante.

38. Lorsque la dispersion est suffisamment petite, il existera un ℓ tel que la densité (ou les Un)
appartiennent à un espace Aτ tel qu’il a été défini sans dispersion. On essaye typiquement de prouver
alors :

τ ă ℓ2 ` τ2 ` η

Donc, on voit que, en fait, η ă τ serait une condition insuffisante. Par contre, η ă τ2 conviendrait
très bien (toute puissance supérieure à 1 a des chances de convenir, mais, il faudrait tenir compte de
la valeur de ℓ et cela rendrait le problème de l’optimisation très délicat).
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VII Développement en série entière du modèle origi-

nal de Frenkel & Kontorowa

a Notations

Soit

HpUiiPZq “
ÿ

iPZ

ℓ

2
pUi`1 ´ Uiq2 ` 1 ´ cospUiq

l’hamiltonien.
On cherche une solution de

"BH
BUi

pUppPZq “ 0, pour tout i P Z

sous la forme d’une série entière en ǫ qui soit compatible avec les grands couplages :

Ui “ Ũ0
i ` ǫŨ1

i ` . . . ǫnŨn
i

On posera
Uk
i “ ǫkŨk

i

et l’on supposera d’emblée que

@i P Z, U0
i P 2πZ soit U0

i “ 2πMi et Mi P Z

puisque les atomes sont aux fonds des puits pour les grands couplages, comme on le
voit, par exemple, dans l’annexe II.

On démontrera le résultat pour les configurations qui vérifient la condition

|Mi`1 ` Mi´1 ´ 2Mi| ď h @i P Z

où h est un entier.

b Calcul formel des termes du développement

Le cas des états fondamentaux correspond à

Mi “ riζ ` α

2π
s`

donc à m “ 1 (voir l’annexe suivante).
On va chercher à priori le développement, puis montrer que les solutions de ce type

sont bien convergentes. On fixe un i quelconque pour toute la suite des calculs, qui
seront implicitement “pour tout i ". D’après les équations de stationnarité, on a :

ℓp2Ui ´ Ui`1 ´ Ui´1q ` sinpUiq “ 0

soit 8ÿ

k“0

ℓǫkp2Ũk
i ´ Ũk

i`1 ´ Ũk
i´1q ` sinp

8ÿ

k“0

ǫkŨk
i q
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On peut développer la fonction sinus puisque l’on est assuré à priori de rester dans
un intervalle où elle est développable ; et en utilisant les théorèmes de composition des
séries entières.

sinp
8ÿ

k“0

ǫkŨk
i q

“ sinp2πMi `
8ÿ

k“1

ǫkŨk
i q

“
8ÿ

n“0

p´1qn
p2n` 1q!

´ 8ÿ

k“1

ǫkŨk
i

¯2n`1

“
8ÿ

n“0

p´1qn
p2n` 1q!

ÿ

M1,...,Mk,...PNř8
j“1

Mj“2n`1

2n ` 1!

M1! ˆ . . .ˆ Mk! ˆ . . .looooooooooooomooooooooooooon
Remarque: k est quelconque, mais il y a un

nombre fini, à n fixé, de Mk non nuls, donc,

ce produit est parfaitement bien défini

8ź

k“1

pǫkŨk
I qMk

Comme on suppose à priori la convergence en série,

et que le sinus est aussi convergent suivant sa série,

on peut inverser à priori l’ordre des sommations

“
8ÿ

h“1

ǫh
ÿ

M1,...,Mk,...ř8
j“1

jMj“h
ř8
j“1

Mj impair noté 2n`1

p´1qn
8ź

k“1

pŨk
i qMk

Mk!

dans la somme, on a en fait j ď h et k ď h

“
8ÿ

h“1

ǫh
ÿ

M1,...,Mhřh
j“1

jMj“h

řh
j“1

Mj impair noté 2n`1

p´1qn
hź

k“1

pŨk
i qMk

Mk!

On note δ̃i,h la seconde somme dans la formule précédente. On obtient une équation
finale :

8ÿ

k“0

ℓǫkp2Ũk
I ´ Ũk

i`1 ´ Ũk
i´1q `

ÿ

k“1

ǫkδ̃i,k “ 0

α Choix d’un paramètre de développement

On peut en déduire la nullité des termes de même ordre. Les termes de plus petit
ordre sont :

@i P Z, ℓp2Mi ´ Mi`1 ´ Mi´1q “ Opℓq
ℓǫp2Ũ1

i ´ Ũ1
i`1 ´ Ũ1

i´1q “ Opℓǫq
et ǫ δ̃i,1 “ Opǫq

La nullité à l’ordre zéro impose que

Opℓq “ Opǫq
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et, de ce fait :
ǫ „ ℓ

On adoptera donc la convention ǫ “ ℓ, mais, comme on le verra à la fin, d’autres
choix peuvent se révéler plus judicieux. Comme les démonstrations suivantes ne dé-
pendent pas de ce choix, et que les résultats s’exprimeront de façon très formelle, cela
est sans importance.

β Équations de récurrence en k sur les Uk
i

D’après sa définition, on a :

δ̃i,k “
ÿ

M1,...,Mkřk
j“1

jMj“k

řk
j“1

Mj impair noté 2n`1

p´1qn
kź

r“1

pŨ r
i qMr

Mr!

“ Ũk
i `

ÿ

M1,...,Mk´1řk´1
j“1

jMj“k

řk´1
j“1

Mj impair noté 2n`1

p´1qn
k´1ź

r“1

pŨ r
i qMr

Mr!

d’où
Ũ1
i “ 2πpMi`1 ` Mi´1 ´ 2Miq (VII,1a)

et, pour k ě 2

Ũk
i “ pŨk´1

i`1 ` Ũk´1
i´1 ´ 2Ũk´1

i q ´
ÿ

M1,...,Mk´1řk´1
j“1

jMj“k

řk´1
j“1

Mj impair noté 2n`1

p´1qn
k´1ź

r“1

pŨ r
i qMr

Mr!
(VII,2a)

Je récris tout en fonction des Uk
i “ ℓkŨk

i . On trouve :

U1
i “ 2πℓpMi`1 ` Mi´1 ´ 2Miq (VII,1b)

et, pour k ě 2

Uk
i “ ℓpUk´1

i`1 ` Uk´1
i´1 ´ 2Uk´1

i q ´
ÿ

M1,...,Mk´1řk´1
j“1

jMj“k

řk´1
j“1

Mj impair noté 2n`1

p´1qn
k´1ź

r“1

pU r
i qMr

Mr!
(VII,2b)

On va généraliser les termes δ̃i,k. On reconnaît encore bien la structure du sinus
dans sa définition. Il est donc assez naturel de poser :

δ
p
i,k “

ÿ

M1,...,Mp´1
řp´1
j“1

jMj“k

řp´1
j“1

Mj impair noté 2n`1

p´1qn
p´1ź

i“r

pU r
i qMr

Mr!
et ρ

p
i,k “

ÿ

M1,...,Mp´1
řp´1
j“1

jMj“k

řp´1
j“1

Mj pair noté 2n`1

p´1qn
p´1ź

i“r

pU r
i qMr

Mr!

La formule (VII,2) s’exprime finalement :

@k ě 2, Uk
i “ ℓpUk´1

i`1 ` Uk´1
i´1 ´ 2Uk´1

i q ´ δki,k (VII,2c)
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γ Équations de récurrence pour les δ et les ρ

On va développer δ et ρ par rapport aux U
rmax

i , rmax étant le r maximum dans
chaque somme.

δ
p
i,k “

p´1ÿ

rmax “1

p´1ÿ

Mrmax “1

pU rmax

i qMrmax

Mrmax !

ÿ

M1,...,Mrmax ´1
řrmax ´1

j“1
jMj“k´Mrmax rmax

řrmax ´1

j“1
Mj“2n`1´Mrmax

p´1qn
rmax ´1ź

s“1

pUs
i qMs

Ms!

Remarque : on a Mrmax ℓmax ď k.
On notera rmax par r et Mrmax par M .
On va partager la somme en deux parts, l’une correspondant aux M pairs et l’autre

aux M impairs.

δ
p
i,k “

p´1ÿ

r“1

´ ÿ

0ďMďrk{rs`

M impair“2q`1

pU r
i qM
M !

p´1qq
ÿ

M1,...,Mr´1řr´1
j“1

jMj“k´Mr

řr´1
j“1

Mj“2pn´qqloooooomoooooon
on reconnaît ρr

i,k´Mr

p´1qpn´qq
r´1ź

s“1

Us
i qMs

Ms!

`
ÿ

0ďMďrk{rs`

M pair“2q

pU r
i qM
M !

p´1qq
ÿ

M1,...,Mr´1řr´1
j“1

jMj“k´Mr

řr´1
j“1

Mj“2pn´qq`1looooooomooooooon
on reconnaît δr

i,k´Mr

p´1qpn´qq
r´1ź

s“1

Us
i qMs

Ms!

¯

donc on obtient finalement :

δ
p
i,k “

p´1ÿ

j“1

´ ÿ

1ďMďrk{js`

M“2q`1

p´1qq pU j
i qM
M !

ρ
j
i,k´Mj `

ÿ

1ďMďrk{js`

M“2q

p´1qq pU j
i qM
M !

δ
j
i,k´Mj

¯
(VII,3a)

De même, il vient facilement :

ρ
p
i,k “

p´1ÿ

j“1

´ ÿ

1ďMďrk{js`

M“2q`1

p´1qq`1 pU j
i qM
M !

δ
j
i,k´Mj `

ÿ

1ďMďrk{js`

M“2q

p´1qq pU j
i qM
M !

ρ
j
i,k´Mj

¯
(VII,3b)

Les expressions précédentes sont définies essentiellement pour 1 ď p ď k ` 1 ; pour
les cas où p ą k ` 1, on voit alors facilement qu’en fait :

δ
p
i,k “ δk`1

i,k et ρpi,k “ ρk`1
i,k “ ρki,k

De plus, d’après les formules initiales, on trouve :

ρ1
i,0 “ 1 δ1

i,0 “ 0

et
@k ě 1, ρ1

i,k “ δ1
i,k “ 0
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Toutes ces remarques, et les deux formules précédentes permettent de caractériser
complètement les δpi,k et les ρpi,k. La distinction pair-impair, qui est fondamentale dans
ce problème et liée aux structures respectives du cosinus et du sinus, n’interviendra pas
cependant dans les majorations que nous allons effectuer.

c Majorations indépendantes de i

Nous allons chercher des termes λpk tels que :

@i P Z, |δpi,k| ă λ
p
k et |ρpi,k| ă λ

p
k

Pour démontrer une telle majoration, on va procèder par récurrence sur k.
Supposons que le résultat soit démontré jusqu’à l’ordre k ´ 1. En utilisant les for-

mules de récurrence (VII,3), on aura alors à chaque étape démontré que :

|δpi,k| ď
p´1ÿ

j“1

rk{js`ÿ

m“1

|U j
i |M
M !

λ
j
k´Mj et

|ρpi,k| ď
p´1ÿ

j“1

rk{js`ÿ

m“1

|U j
i |M
M !

λ
j
k´Mj

donc, il suffira de prouver

p´1ÿ

j“1

rk{js`ÿ

m“1

|U j
i |M
M !

λ
j
k´Mj ď λ

p
k (VII,4a)

pour avoir les majorations
|δpi,k| ă λ

p
k et |ρpi,k| ă λ

p
k

Comme, il reste un indice i dans l’inégalité (VII,4), je vais supposer de plus que

@i P Z, |Uk
i | ď αλkk (VII,5)

hypothèse qu’il faudra assumer par la suite ; α est pour l’instant indéterminé, et vérifie

α ą 1

L’inégalité (VII,4) devient maintenant :

p´1ÿ

j“1

rk{js`ÿ

m“1

pαλjjqM
M !

λ
j
k´Mj ď λ

p
k (VII,4b)

Il faut vérifier les majorations aux premiers ordres.
λ1

0 “ 1 convient bien.
λ1
k est complètement libre pour tout k ě 1

Et bien sûr, on posera :

λ
p
k “ λk`1

k @k, p tels que p ě k ` 1
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d Choix d’une majoration

On va tenter de montrer que pour p ď k :

λ
p
k “ 1

rk{ps`!p2
(VII,6a)

et pour p ě k ` 1 :

λ
p
k “ C

rk{ps`loomoon
“1

!pk ` 1q2´θ
(VII,6b)

où θ et C seront déterminés par la suite, et vérifient

0 ă θ ď 1 et C ą 0

convient bien.
On a, pour M ă rk{js` :

k ´ Mj ě j

et pour M “ rk{js`

k ´ Mj ď j ´ 1

et la relation de récurrence que l’on cherche finalement à obtenir est :

p´1ÿ

j“1

´ rk{js`´1ÿ

M“1

p α

rj{js`loomoon
“1

! ` j2
qM 1

M !

1

rpk ´ Mjq{js`!j2

` p α

rj{js`loomoon
“1

j2
qrk{js` 1

rk{js`!

C

rpk ´ rk{js`jq{js`!looooooooooomooooooooooon
“1

1

pk ´ rk{js`j ` 1q2´θ

¯

“

$
’&
’%

C

rk{ps`!loomoon
“1

pk`1q2´θ
si p ě k ` 1 pVII, 7aq

1
rk{ps`!p2 si p ď k pVII, 7bq

Le cas p ě k ` 1 peut se ramener au cas p “ k ` 1, car, quand on considère un
p ě k ` 2, les contributions différentes du cas p “ k ` 1 vont provenir des termes
j ě k ` 1 dans la somme, qui sont tous nuls, et on se ramène finalement au même cas.

On sait calculer explicitement la sommation sur M , de l’inégalité précédente (la
forme des majorants a d’ailleurs été choisie pour cela). Le terme de gauche s’écrit
encore :

p´1ÿ

j“1

´ rk{js`ÿ

M“1

p α
j2

qM 1

M !

1

rpk ´ Mjq{js`!j2loooooooooooomoooooooooooon
“p M

rk{js`q 1

rk{js`

1

j2
` p α

j2
qrk{js` 1

rk{js`!
p C

pk ´ rk{js`j ` 1q2´θ
´ 1

j2
q
¯

“
p´1ÿ

j“1

1

rk{js`!

´ 1

j2
pp1 ` α

j2
qrk{js` ´ 1q ` p C

pk ´ rk{js`j ` 1q2´θ
´ 1

j2
qp α
j2

qrk{js`
¯
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Pour p ď k, VII,7a devient :
p´1ÿ

j“1

1

rk{js`!

´ 1

j2
pp1 ` α

j2
qrk{js` ´ 1q ` p C

pk ´ rk{js`j ` 1q2´θ
´ 1

j2
qp α
j2

qrk{js`
¯

ď 1

rk{ps`!p2

On multiplie l’inégalité par rk{ps`p2 et on décompose encore le terme de gauche en
deux. On a :
p´1ÿ

j“1

´ rk{ps`!

rk{js`!

p2

j2
pp1 ` α

j2
qrk{js` ´ 1q

looooooooooooooooomooooooooooooooooon
”A

p
j,k

` rk{ps`!

rk{js`!
p2p C

pk ´ rk{js`j ` 1q2´θ
´ 1

j2
qp α
j2

qrk{js`

loooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooon
”B

p
j,k

¯

ď 1

Pour p “ k ` 1, on démontre de même que VII,7b devient
kÿ

j“1

´ pk ` 1q2´θ

rk{js`!Cj2
pp1 ` α

j2
qrk{js` ´ 1q

loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon
Ak`1

j,k
{Cpk`1qθ

` p pk ` 1q2´θ

pk ´ rk{js`j ` 1q2´θ
´ pk ` 1q2´θ

Cj2
qp α
j2

qrk{js`

looooooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooooon
Bk`1

j,k
{Cpk`1qθ

¯

ď 1

e Résolution de (VII,7)

Dans le terme de gauche de (VII,7a), on va montrer, d’une part, que la première
contribution Ap

j,k tend vers zéro quand k Ñ 8. D’autre part, dans la seconde, Bp
j,k, on

va supprimer le terme en ´ 1
j2 puisqu’il est négatif, et, le facteur C mis à part, on va

montrer que cette contribution est bornée quand k Ñ 8. Et finalement, en ajustant
correctement le facteur C, l’inégalité de récurence (VII,7a) sera démontrée à partir
d’un rang élevé.

Quant à la relation (VII,7b), le premier terme est égal à 1
Cpk`1qθ fois la première

contribution Ap
j,k de l’inégalité (VII,7a), quand on prend p “ k` 1. Comme le fait que

cette contribution tende vers zéro sera valable pour p “ k ` 1, il en découle que ce
terme-ci tend vers zéro quand k Ñ 8. Et on va de nouveau négliger la contribution
négative dans le second terme. On trouve 1

Cpk`1qθ fois la contribution fini Bp
j,k que l’on

aurait trouvé dans (VII,7a) en prenant p “ k`1, ce que l’on est autorisé à faire. Donc,
ce terme-ci tendra vers zéro, puisque 1

Cpk`1qθ tend vers zéro. Et finalement, la relation
de récurrence (VII,7b) sera établie à partir d’un certain rang élevé.

Ayant vérifié la première inégalité (VII,7a) à partir d’un rang suffisamment élevé,
en faisant varier p jusqu’à k ` 1, l’inégalité (VII,7b) sera alors également établie à
partir d’un certain rang, et les inégalités (VII,6a) et (VII,6b) seront démontrées en
commençant la récurence à partir de ce rang.

On cherche donc à prouver que la somme sur j de Ap
j,k tend vers 0 et que celle de

B
p
j,k est bornée. Pour cette dernière quantité, on a éliminé le terme négatif, et mis C en

facteur. On ne portera donc plus ce facteur dans Bp
j,k. On devra scinder ces sommes sur

j en plusieurs morceaux, afin de pouvoir traiter par des cas différents selon les valeurs
de j.
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α Cas où j ă rk5{12s`

On étudie d’abord le cas j ă rk5{12s`, et on va majorer tous les Ap
j,k et Bp

j,k de la
même façon.

On fait les majorations suivantes :

p2 par pk ` 1q2 1

j2
et

1

pk ´ rk{js`j ` 1q2
par 1

p1 ` α

j2
qrk{js` ´ 1 et p α

j2
qrk{js`

par p1 ` α

j2
qrk{js`

puis par e
αk

j3

Dans la somme, on a j ď k ´ 1 d’où :

rk{js` ´ rk{ps` ě rk{js` ´ rk{pj ` 1qs`

Mais, on sait que :

@k, j, rk{js` ´ rk{pj ` 1qs` ě rrk{js`{pj ` 1qs`

comme nous allons le démontrer maintenant.
En effet, on aurait sinon :

rk{pj ` 1qs` ě rk{js` ´ rrk{js`{pj ` 1qs` ` 1

ě rk{js` ´ rk{js`

j ` 1
` 1

d’où
k

j ` 1
ě rk{js` ´ rk{js`

j ` 1
` 1

d’où

k ě rk{js`j ` j ` 1

ą prk{js` ` 1qj

d’où
k

j
ą rk{js` ` 1

absurde.
Donc, ici, on a :

rk{js` ´ rk{ps` ě rrk{js`{pj ` 1qs`

ě k

jpj ` 1q ` 1

j ` 1
` 1

Or, par ailleurs, on a :

@n P N, p1 ` 1

12n
qnn e´n

?
2πn ď n! ď p1 ` p e?

2π
´ 1q 1

n
qnn e´n

?
2πn
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Donc, on trouve finalement une majoration de Ap
j,k et Bp

j,k par :

pk ` 1q2 e
αk

j3

pk
j

´ 1q
k

jpj`1q
` 1

j`1

˜
k
j

´ k
jpj`1q ´ 1

j`1
´ 1

k
j

´ 1

¸ k
j

´ k
jpj`1q

´ 1
j`1

´ 1
2

ˆ exp p k

jpj ` 1q ` 1

j ` 1
q
´

1 ` p e?
2π

´ 1q 1
k
j

´ k
jpj`1q ´ 1

j`1
´ 1

¯M
p1 ` 1

12

1
k
j

´ 1
q

Il vient en particulier en terme k´ k

j2 qui est beaucoup plus puissant que tous les
autres : on vérifie (difficilement) qu’il impose sa convergence, et de plus, comme j ă k5{12,

on a également k
j2 ą k

1
6 , et finalement les sommes partielles de Ap

j,k ou de Bp
j,k vont

tendre vers zéro quand k Ñ 8.
Par la suite, on ne traitera plus que des cas où j ě rk5{12s`, et alors, le terme

pp1` α
j2 qrk{js` ´1q se comporte comme α

j2 rk{js`, il existe donc une majoration canonique
du premier par le second. Cependant, comme les calculs sont déjà épouvantablement
compliqués, on substituera directement le second au premier, afin de simplifier la pré-
sentation des calculs.

β Majoration de Ap
j,k quand j ě rk4{5s`

On va maintenant faire les majorations sur Ap
j,k dans le cas où j ě rk4{5s`.

On peut majorer rk{ps`{rk{js` par 1 ;
puis ceci étant fait, on majore p2 par pk ` 1q2.
On se retrouve avec une somme du type

ÿ

jěrk4{5s`

α
k3

j5

qui vaut donc à peu près :

„ αk3pk4{5q´4 “ α

k1{5

Ñ 0 quand k Ñ 8

γ Majoration de A
p
j,k quand rk5{12s` ď j ď rk4{5s`

Il reste maintenant à majorer Ap
j,k dans le cas rk5{12s` ď j ď rk4{5s`. On va subdi-

viser ce cas en deux suivant que p sera inférieur ou supérieur à rk5{6s`

Dans le cas où p ě rk5{6s`, en utilisant les majorations et minorations de Stirling,
que j’ai énoncées, dans terme rk{ps`!{rk{js`!, et en remplaçant p2 par pk ` 1q2, on
trouve approximativement :

A
p
j,k „ α

k3

j5

k
k1{6

6

k
k1{5

5

ek
1
5 ´k

1
6

et la somme converge vers zéro quand k Ñ 8
On suppose maintenant que p ă rk5{6s`
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On va montrer d’abord le résultat annexe suivant : Soit l un entier et j ă l. On
suppose également k fixé.

si rk{ls` “ rk{js` alors j ě l ´ r l

rk{ls` ` 1
s`

et donc ě l ´ l2

k

On le démontre par l’absurde ; on aurait sinon :

” k

l ´ r l
rk{ls``1

s` ´ 1

ı`
“ rk{ls` donc

k

l ´ r l
rk{ls``1

s` ´ 1
ă rk{ls` ` 1

soit

k ă rk{ls`l ´ prk{ls` ` 1 ´ 1qpr l

rk{ls` ` 1
s` ` 1q ` l ´ r l

rk{ls` ` 1
s` d’où

k ă rk{ls`l ´ prk{ls` ` 1qpr l

rk{ls` ` 1
s` ` 1q ` l ` 1

Or, on a l’inégalité :

@a, b P Z, aprb{as` ` 1q ě b` 1

En effet, on a clairement ě b ; mais l’inégalité peut être prise au sens strict, car, en
cas d’égalité, on obtient “ b` 1. Donc, on a : ą b, et comme la quantité de gauche de
l’inégalité est un entier, on a finalement ě b ` 1.

On a donc :
k ă rk{ls`l ´ l ´ 1 ` l ` 1

soit
k

l
ă rk{ls`

absurde.
On va alors noter

j0 “ p

et jn chaque entier au passage duquel rk{js` varie, lorsque j décroît à partir de p. On
a donc :

rk{ps` “ rk{j0s` “ . . . “ rk{pj1 ` 1qs`

‰ rk{j1s` “ . . . “ rk{pj2 ` 1qs` ‰ rk{j2s` “ . . .

On peut récrire la somme que l’on cherche à majorer par :

Nÿ

n“1

αk

j3

p2

j2

rk{ps`!

rk{jn´1s`!
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où N est tel que
jN´1 ě rk5{12s` et jN ă rk5{12s`

Pour n ě 8 on a

p2

j2

rk{ps`!

rk{jn´1s`!
“ 1

rk{j0 ` 1s` . . . rk{jn´1s`loooooooooooooomoooooooooooooon
plus de 7 termes

où chaque terme du dénominateur est ą rk{ls` „ k1{6.
On majore par ailleurs le terme p2 comme pk 5

6 q2, donc on peut finalement majorer

chaque terme p2prk{ps`!q
M

prk{jn´1s`!q de la somme par un terme du type

k
10
6

´ 7
6 “ k1{2

et la somme
ř

ně8 sera finalement bornée comme

ď αk3{2
ÿ

jěrk5{12s`

1

j5

„ αk3{2 1

prk 5
12 s`q4

„ αk
3
2

´ 5
3

“ αk´1{6

Ñ 0 quand k Ñ 8
Il ne reste plus alors que la somme

7ÿ

n“1

αk

j3

p2

j2

rk{ps`!

rk{jn´1s`!

On a alors j ą j8 donc

p2

j2
“ j2

0

j2
ă j2

0

j2
8

“ j2
0

j2
1

j2
1

j2
2

. . .
j2

7

j2
8

Or, je n’ai pas encore utilisé le résultat annexe qui a été démontré en premier lieu.
Appliqué au ji, ce résultat s’exprime comme :

@i P N, ji`1 ě ji ´ j2
i

k

donc

p ji

ji`1

q2 ď 1

p1 ´ ji
k

q2

ď 1

p1 ´ p

k
q2

comme p ă rk5{6s`, on a une majoration finie M

ď M

110



et donc on va majorer

p2

j2
par M8 et

j´3 par j´3
8 et

rk{ps`!

rk{jn´1s`!
par 1

et finalement

7ÿ

n“1

αk

j3

p2

j2

rk{ps`!

rk{jn´1s`!
ď 7M8 k

j3
8

et comme j8 ě rk5{12s`

„ k´1{4

Ñ 0 quand k Ñ 8

Nous avons finalement établi que toutes les sommes partielles de Ap
j,k tendent vers

zéro quand k tend vers l’infini, donc cela est vrai de la somme totale des Ap
j,k.

Il reste à établir que les sommes partielles sur Bp
j,k autres que celle pour j ă rk5{12s`

qui a déjà été traitée, restent bornées.

δ Majoration de B
p
j,k quand rk5{12s` ď j ď rk{3s`

On va d’abord considérer le cas rk5{12s` ď j ď rk{3s`.
On va alors majorer

p2 par pk ` 1q2

rk{ps`!

rk{js`!
par

1

pk ´ rk{js`j ` 1q2´θ
par 1

et quand α
j2 ă 1, soit quand α{rk 5

12 s` ă 1, soit finalement pour k assez grand, on peut

majorer p α
j2 qrk{js`

par p α
j2 q3

Alors, la somme s’écrit typiquement :

Cα3pk ` 1q2
ÿ

rk5{12s`ăjďrk{3s`

1

j6
„ Cα3 k2

rk5{12s`5

„ Cα3k2´ 5.5
12

“ Cα3

k1{12

Ñ 0 quand k Ñ 8
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ǫ Majoration de B
p
j,k quand rk{3s` ă j ď rk{2s`

On considère maintenant le cas rk{3s` ă j ď rk{2s`

On va majorer
p2 par pk ` 1q2

rk{ps`!

rk{js`!
par 1

1

pk ´ 2j ` 1q2´θ
par 1

où on a utilisé
rk{js` “ 2

On peut borner la somme par

ÿ

rk{3s`ăjďrk{2s`

pk ` 1q2Cα2 1

j4
„ Cα2

k

qui tendra donc vers zéro quand k tend vers l’infini.

ζ Majoration de B
p
j,k quand j ą rk{2s`

Enfin, quand j ą rk{2s`, on va majorer

p2 par pk ` 1q2

rk{ps`!

rk{js`!
par 1

1

j2
par

4

k2

On obtient alors

B
p
j,k ď Cα

pk ´ j ` 1q2´θ

pk ` 1q2

k2

où j’ai utilisé rk{js` “ 1

Le facteur pk ` 1q2{k2 étant borné (par 4), on le néglige, et on trouve que

1

pk ´ j ` 1q2´θ
ă 1 ` 1

2 ´ θ
ă 2

donc, la somme est majorée par
32α2C

Si l’on prend C “ 1
32α2 , cette somme est toujours inférieure à 1, (et même à 1

4

quand k tend vers l’infini). On remarque que c’est le seul terme qui ne tend pas vers
zéro, et qu’il a ainsi nécessité l’introduction d’un paramètre ajustable afin de vérifier
les inégalités de récurrences.

Finalement, on démontre bien l’inégalité (VII,7a), et par suite l’inégalité (VII,7b),
à partir d’un certain rang k̃ ` 1.
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η Majorations des premiers ordres : restriction du domaine de validité

On a
|U1

i | ď 2πhℓ @i P Z

Les |U1
i | sont majorés par une fonction holomorphe de ℓ, qui s’annule à l’origine.

Par suite, tous les ρpi,k, δ
p
i,k pour k ď k̃ sont majorés par des fonctions holomorphes

en ℓ s’annulant à l’origine, et indépendantes de i. Autrement dit, le tenseur

pρpi,k, δpi,kq kďk̃

pďk̃`1

i étant fixé, est majoré par une fonction tensorielle, s’annulant à l’origine et indépen-
dante de i.

Il existe ǫ tel que pour ℓ ă ǫ, cette fonction soit majorée par

pλpk, λpkq kďk̃

pďk̃`1

où les λpk sont ceux donnés par les formules (VII,6a) et (VII,6b).
Pour ℓ ă ǫ, les k̃ premiers ordres de la récurrence sont bien établis ; et, comme

on peut utiliser les relations de récurrence (VII,4) à partir du rang k̃ ` 1, on obtient
finalement :

Pour ℓ ă ǫ, pour tous i, k, p, |ρpi,k| et |δpi,k| sont majorés par λ
p
k.

En particulier,

|δki,k| ď 1

k2
“ λkk

f Vérification de l’hypothèse supplémentaire de majoration des
|Uk

i | : autre restriction du domaine

Il reste à assurer la condition (VII,5)

|Uk
i | ă αλkk “ α

k2

On va l’établir de la même façon, en trouvant une relation de récurrence qui sera
valable à partir d’un ordre k̃1 ` 1, et on prendra ℓ ă ǫ1 tel que la relation (VII,5) soit
vérifiée jusqu’à l’ordre k̃1

On va utiliser la formule (VII,1)

U1
i “ 2πℓpMi`1 ` Mi´1 ´ 2Miq

et la formule (VII,2)

@k ě 2, Uk
i “ ℓpUk´1

i`1 ` Uk´1
i´1 ´ 2Uk´1

i q ´ δki,k

qui donnent, pour la première :

|U1
i | ă αλ1

1 “ α

qui est vérifiée dès que
2πhℓ ă α (VII,8)
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et pour la seconde, aux ordres supérieurs

|Uk
i | ď 4ℓαλk´1

k´1 ` λkk

Si le résultat est vrai jusqu’à l’ordre k, il suffit alors de prouver

4ℓα

pk ´ 1q2
` 1

k2
ă α

k2

qui donne

ℓ ă 1

4
pk ´ 1

k
q2

ă 1

4
p k̃1

k̃1 ` 1
q2

et

α ą 1

1 ´ p k
k´1

q24ℓ

soit finalement

ℓ ă 1

4
p k̃1

k̃1 ` 1
q2α ´ 1

α
(VII,9)

et, quand les relations (VII,8) et (VII,9) sont bien vérifiées, l’hypothèse sur les |Uk
i | est

bien assumée, et on aura alors démontré, en particulier, que

@i, |Uk
i | ă α

k2

donc les Uk
i sont les coefficients d’une série normalement convergente : donc, il existe

bien un développement en série entière en ℓ qui est solution des équations de station-
narité du système de Frenkel & Kontorowa, puisque, en remontant tous les calculs qui
précèdent, on pourra justifier les interversions des sommes entre la série du sinus, et
celle des Ui, et alors ÿ

k

Uk
i

vérifie bien les équations fondamentales.

g Expression du minorant du rayon de convergence

Le rayon de convergence de la série peut s’écrire

ℓpα, θ, hq
la dépendance en h est en fait très simple, puisqu’il n’intervient que dans l’inégalité
(VII,8) :

ℓ ă α

2πh
donc, on peut écrire :

ℓpα, θ, hq ě infp α

2πh
, ℓpα, θqq

où l’on pose

ℓpα, θq “ inf pǫpα, θq, ǫ1pαq, 4p k̃
1 ` A

k̃1
q2 α

α ´ 1
q
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h Paramètre d’échelle supplémentaire

De plus, soit a ď 1, on vérifie trivialement que le choix de

λ1
k
p “ λ

p
k.a

k

conviendra encore, grâce à l’homogéneïté des relations de récurrence, dès que la relation
(VII,8), qui est la seule non-homogène, sera vérifiée, soit

ℓ ă aα

2πh

Le rayon de convergence peut alors se récrire :

ℓpα, θ, hq ď inf p aα
2πh

, ℓpα, θ, aqq

ou encore, en posant y “ aα

ℓpα, θ, yq ď inf p y

2πh
, ℓpα, θ, yqq

et alors

ℓpα, θ, yq “ inf
´
ǫpα, θ, yq, ǫ1pα, yq, 4yp k̃

1 ` A

k̃1
q2 α

α ´ 1

¯

ce qui nous permettra d’optimiser α et θ à y fixé, pour obtenir le rayon de convergence.
L’introduction du paramètre a nous a permis d’améliorer, à priori, fortement le

rayon de convergence ; cependant, il faut noter que le cas a “ 1 est nécessaire pour
la démonstration, et il exprime donc la réalité des contraintes mathématiques sur la
convergence éventuelle en série entière des solutions du système.

i Autre choix du paramètre de développement

Nous allons voir dans le paragraphe qui suit, qu’un développement en ℓ
2ℓ`1

, qui est
à priori équivalent, vu les valeurs autorisées pour ℓ, permet néanmoins de démontrer
une meilleure majoration du rayon de convergence.

Je reprends les expressions tildées. Le developpement formel des équations de sta-
tionnarité peut encore s’écrire :

2πp2Mi ´ Mi`1 ´ Mi´1q ` δ̃1 ´ 2ℓ

2ℓ ` 1
δ̃1 ` ℓ

2ℓ ` 1
p2Ũi ´ Ũi`1 ´ Ũi´1q

` ℓ

2ℓ ` 1
δ̃2 ´ 2ℓ2

p2ℓ ` 1q2
δ̃2 ` . . . “ 0

et les équations (VII,1) et (VII,2) deviennent :

Ũ1
i “ 2πpMi`1 ` Mi´1 ´ 2Miq et, pour k ě 2,

Ũk
i “ Ũk´1

i`1 ` Ũk´1
i´1 ´ δ̃k ` 2δ̃k´1
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On récrit tout en fonction des Uk
i

U1
i “ 2πℓ

2ℓ` 1
pMi`1 ` Mi´1 ´ 2Miq et, pour k ě 2,

Uk
i “ ℓ

2ℓ` 1
pUk´1

i`1 ` Uk´1
i´1 q ´ δki,k ` 2ℓ

2ℓ ` 1
δk´1
i,k´1

On reprend rigoureusement le même formalisme, avec les mêmes notations : les
calculs seront exactement les mêmes, jusqu’à la formule de majoration (VII,5)

|Uk
i | ă αλkk

qui impose alors

@k ě k̃1 ` 1,
2ℓpα` 1q

2ℓ ` 1
ˆ 1

pk ´ 1q2
ă α ´ 1

k2

d’où

ℓ ă pα´ 1qpk̃ ` 1q2

2pk̃2pα ` 1q ´ pk̃ ` 1q2pα ´ 1qq
On obtient un rayon de convergence

ℓpα, θ, hq ď inf p α

2πh´ 2α
, ℓpα, θqq

avec

ℓpα, θq “ inf
´
ǫpα, θq, ǫ1pαq, pα ´ 1qpk̃ ` 1q2

2pk̃2pα` 1q ´ pk̃ ` 1q2pα´ 1qq

¯

On peut également introduire la variable a. On obtient, en exprimant les résultats
à l’aide de y

ℓpα, θ, yq ď inf p y

2πh´ 2y
, ℓpα, θ, yqq

avec

ℓpα, θ, yq “ inf
´
ǫpα, θ, yq, ǫ1pα, yq, pα´ 1qpk̃ ` 1q2

2pyk̃2pα` 1q ´ pk̃ ` 1q2pα ´ 1qq

¯

Il ne resterait plus qu’à optimiser ces expressions selon α et θ, à y donné, ce qu’il
est difficile de faire analytiquement.

j Généralisation du majorant

Pour finir, on peut chercher les λpk sous la forme généralisée

1

rk{ps`!pβ

et la démonstration sera identique, pour tout β ą 1. (Pour β ď 1, on trouverait une
majoration par 1

pβ
qui ne serait pas suffisante puisque la série correspondante n’est pas

convergente).
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k Résumé des expressions de récurrence

Ayant démontré la convergence du développement, il peut être intéressant de don-
ner les formules de récurrence qui permettent de calculer chaque ordre, ainsi que les
premiers ordres, dans le cas de Frenkel & Kontotowa proprement dit.

On pose

Un “ Mn `
8ÿ

i“0

ℓiain

On trouve :

Mn P 2πZ

a1
n “ Mn`1 ` Mn´1 ´ 2Mn

a2
n “ a1

n`1 ` a1
n´1 ´ 2a1

n

a3
n “ a2

n`1 ` a2
n´1 ´ 2a2

n ` pa1
nq3

a4
n “ a3

n`1 ` a3
n´1 ´ 2a3

n ` pa1
nq2a2

n

ai`1
n “ ain`1 ` ain´1 ´ 2ain ´

ÿ

M1,...,Miři
k“1

kMk“i`1
ři
k“1

Mk impair noté 2p`1

p´1qp
iź

j“1

1

Mj !
pajnqMj

VIII Développement en perturbation pour le modèle

de Frenkel & Kontorowa

a Notations

Je prends le modèle discret avec L de la forme LpUn, Un`1q “ ℓW pUn`1 ´ Unq `
V pUnq, où W est connexe et V est a-périodique. On va de plus supposer que V est
strictement convexe en ses minima locaux et strictement concave en ses maxima locaux.
Plus précisement, que V 2 existe et ne s’annule pas en ces points. On admettra que le
nombre de zéros de V 1 sur un intervalle de longueur a est fini. Le cas d’un nombre infini
serait fastidieux et celui où V 1 s’annule sur tout un segment peu intéressant. On notera
Za “ zi, i “ 1...v l’ensemble des zéros de V 1 sur r0, as et de façon générale Z “ zi, i P Z

l’ensemble des zéros de V 1. On a donc :

Z “
ď

nPZ
Za`na,

et
@i P Z, zi modulo a P Za

Je vais supposer que les positions des extrema des puits pPnqnPZ vérifie la condition

|Pn`1 ´ 2Pn ` Pn´1| ď m

qui impose une certaine régularité physique à la solution que l’on prolonge. Bien sûr,
m est quelconque, mais le domaine en ℓ sur lequel sera démontré le prolongement sera
d’autant meilleur que l’on peut choisir m petit. En particulier, pour le fondamental,
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on a m “ 2a et même m “ a dès qu’il n’y a qu’un minimum par période. En effet, soit
Mn les numéros des puits, on a par définition Pn “ aMn, et ici

Mn “ rnζ ` α

a
s` donc

Mn`1 ´ 2Mn ` Mn´1 “ rnζ ` α

a
´ rnζ ` α

a
s` ` ζs` ` rnζ ` α

a
´ rnζ ` α

a
s` ´ ζs`

P 0, 1 P 0,´1

donc |Mn`1 ´ 2Mn ` Mn´1| ď 1 donc m “ a convient bien.
On va montrer, par le théorème du point fixe, qu’il existe une solution pUnqnPZ

limite de la suite ppUk
nqnPZqkPZ définie par la récurrence :

´ℓW 1pUk
n`1 ´ Uk

nq ` ℓW 1pUk
n ´ Uk

n´1q ` V 1pUk`1
n q “ 0

et par U0
n “ Pn.

b Définition d’un opérateur exprimant les équations de station-
narité

Gràce aux hypothèses initiales, on sait que les fonctions x ÞÑ V 1px` ziq sont locale-
ment inversibles et mêmes localement lipchitziennes en 0. Donc, il existe une fonction
V 1´1 localement définie et lipchitzienne en 0 telle que V 1´1p0q “ zi ; je noterai V 1

i
´1 cet

inverse tel que V 1
i

´1p0q “ zi.
Soit un intervalle r´δi, δis et bi ă 1 tel que V 1

i
´1 soit définie univoquement dans cet

intervalle et que pour tout px, yq dans cet intervalle, on ait

|V 1
i

´1pxq ´ V 1
i

´1pyq| ă bi|x ´ y|

Soit A “ Ť
i P 1, ..., Nrzi ´ biδi, zi ` biδis, on a :

A Ă r0, as

soit A “ Ť
i P Zrzi ´ biδi, zi ` biδis, on a :

A “
ď

n P ZA ` na

A est bien un sous-espace fermé du Banach dans lequel évoluent les pUnqnPZ, donc un
Banach lui-même. Soit

F : A Ñ F pAq; UnnPZ ÞÑ U 1
nnPZ

défini par :

U 1
n “ V 1

i
´1p´ℓW 1pUn`1 ´ Unq ` ℓW 1pUn ´ Un´1qq

où i est l’indice tel que Pn “ zi ; je noterai par la suite cet indice in.
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c Stabilité de A sous l’action de F

Montrons que F pAq Ă A pour ℓ suffisamment petit.
Je vais montrer par récurrence que l’on peut choisir ℓ tel que :

@k P N, n P Z, ´ℓW 1pUk
n`1q ´ Uk

nq ` ℓW 1pUk
n ´ Uk

n´1q P rPn´ δin, Pn` δins

Cela prouvera que

@k P Nn P Z, Uk
n P rPn´ binδin , Pn` binδins Ă rPn´ δin, Pn` δins

Soient b “ sup
iP1,...,N

bi, δ “ inf
iP1,...,N

δi, et w “ sup
r0,δs

W 2

Je vais noter ρk un coefficient tel que

@n P Z, |Uk
n ´ Pn| ă ρk

A l’ordre 0, on peut prendre ρ0 “ 0.
On a alors

| ´ ℓW 1pU0
n`1 ´ U0

nq ` ℓW 1pU0
n ´ U0

n´1q| ď wℓ|Pn`1 ´ 2Pn ` Pn´1|
ď wmℓ

donc il suffit de prendre ℓ ă δ
mw

pour que la propriété soit vérifiée à l’ordre 0.
Supposons-la vraie jusque l’ordre k. A l’ordre k ` 1, on a :

| ´ ℓW 1pUk`1
n`1 ´ Uk`1

n q ` ℓW 1pUk`1
n ´ Uk`1

n´1q| “ ℓ|W 1pUk`1
n`1 ´ Uk`1

n q ´ W 1pPn`1 ´ Pnq
´W 1pUk`1

n ´ Uk`1
n´1q ` W 1pPn ´ Pn´1q

`W 1pPn`1 ´ Pnq ´ W 1pPn ´ Pn´1q|
ă wℓp|Uk`1

n`1 ´ Uk`1
n ´ Pn`1 ` Pn|

`|Uk`1
n ´ Uk`1

n´1 ´ Pn ` Pn´1|
`|Pn`1 ´ 2Pn ` Pn´1|q

ă ℓp4ρk`1 ` mq

en utilisant les hypothèses de récurrence et l’inégalité des accroissements finis.
Mais, d’autre part, on trouve :

|Uk`1
n ´ Pn| “ |V 1

i
´1 ´ ℓW 1pUk

n`1 ´ Uk
nq ` ℓW 1pUk

n ´ Uk
n´1qq ´ V 1

i
´1p0q|

ă binℓ|W 1pUk
n`1 ´ Uk

nq ` W 1pUk
n ´ Uk

n´1q|
donc en refaisant le calcul prédédent à l’ordre k

ă bwℓp4ρk ` mq

Donc, on a ρk`1 ă bwtp4ρk ` mq et on veut que wtp4ρk`1 ` mq ă δ.
Or, la suite ρ0, ρn`1 “ bwtp4ρn `mq est croissante et converge vers r “ bwℓ

1´4bwℓ
. Elle

majore la suite pρnqnPZ. Donc, il suffit que r ă bδ, soit wmℓ
1´4bwℓ

ă δ et alors, à tous les
ordres :

ρk ă bδ
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donc aussi
bwtp4ρk ` mq ă bδ

Finalement, pour ℓ ă δ
wp4bδ`mq , on a

|Uk
n ´ Pn| ă δ

Donc :

@k P N, pUk
nqnPZ P A, soit

F pAq Ă A

d Contraction de F

Montrons maintenant que F est contractante. Soit :

pU 1
nqnPZ “ F ppUnqnPZq,

pV 1
nqnPZ “ F ppV nqnPZq

avec pUnqnPZ et pVnqnPZ suffisamment proches, c’est-à-dire que, pour tout n, Un et Vn
appartiennent au même intervalle rPn ´ δin , Pn ` δins, alors

@n P Z, |V 1
n ´ U 1

n| ă 4bwℓ|Un ´ Vn|
où le coefficient est strictement inférieur à 1 pour ℓ ă 1

4bw
. Donc, en prenant n’importe

quelle norme usuelle adaptée à un Banach (A est un Banach), on trouve directement
que f est contractante sur un sous-espace qui est justement celui que l’on considère
pour démontrer le théorème du point fixe.

On peut appliquer le théorème du point fixe sur les Banach. Soit pUnqnPZ la limite
de pUk

nqnPZ quand ℓ Ñ 0, elle vérifie bien l’équation de stationnarité. On a unicité de
la solution : donc, une suite pPnqnPZ des positions des minima du potentiel et vérifiant
bien la condition |Pn`1 ´ 2Pn `Pn´1| ă m caractérise un état unique, à savoir la limite
d’un grand nombre d’itérations de l’application F lorsque l’on commence les itérations
avec ce pPnqnPZ. On a ainsi une description simple des états à grand couplage. De plus,
d’après cette même unicité, et la continuité de F par rapport à ℓ, on montre que pUnqnPZ
est continue en le paramètre ℓ. Je vais cependant le redémontrer directement.

e Continuité en ℓ de la solution

Je note ici F par Fℓ pour lever toute ambiguïté quant à la valeur de ℓ pour laquelle
elle est définie. On a pour tout n :

Unpℓq P rPn ´ binδin , Pn ` binδins
et donc, soit dℓ P R,

|Unpℓ ` dℓq ´ Unpℓq| “ |FℓpUnpℓ ` dℓqq ´ FℓpUnpℓqq|
ă bwℓ|pℓ ` dℓqUn`1pℓ ` dℓq ´ ℓUn`1pℓq ` pℓ ` dℓqUn´1pℓ ` dℓq

´ℓUn´1pℓq ´ 2pℓ ` dℓqUnpℓ ` dℓq ` 2ℓUnpℓq|
ă bwℓpℓp|Un`1pℓ ` dℓq ´ Un`1pℓq| ` |Un´1pℓ ` dℓq ´ Un´1pℓq|

`2|Unpℓ ` dℓq ´ Unpℓq|q ` dℓpm` 4bδqq
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où j’ai utilisé les majorations |Un ´ Pn| ă bδ et |Pn`1 ´ 2Pn ` Pn´1| ă m

Si on pose Upℓq “ sup
n

|Unpℓ ` dℓq ´ Unpℓq|, on obtient finalement :

Upℓq ă 4bwℓpUpℓq ` dℓpP
4

` bδqq donc

Upℓq ă m{4 ` bδ

1 ´ 4bwℓ
dℓ c.q.f.d

On a bien montré que des solutions à grand couplage s’obtiennent comme les mo-
dulations continues des solutions à couplage infini. En fait, dans le cas où les inverses
locales V 1´1 sont analytiques, les Un obtenus précédemment sont analytiques en ℓ. Je
l’ai du moins démontré pour le modèle initial de Frenkel & Kontorowa (annexe VII).

f “Gap” de phonon

On va maintenant calculer l’opérateur dynamique qui régit les équations de pro-
pagation des ondes dans le système. Je vais me référer à la démonstration générique
faite dans le chapitre localisation à titre de comparaison. Lorsque l’on écrit les choses
très proprement, on a :

BH
BUn

“ ℓW 1pUn`1 ´ Unq ´ ℓW 1pUn ´ Un´1q ` V 1pUnq

donc
B2H

BUiBUj

“ ℓ
BpW 1pUi`1 ´ Uiq ´ W 1pUi ´ Ui´1qq

BUj

` V 2pUiqδi,j

où l’on prend Ui tel que :
BH
BUn

pUiiPZq “ 0

soit

Ui “ V 1
ii

´1p´ℓW 1pUi`1 ´ Uiq ` ℓW 1pUi ´ Ui´1qq
“ FipUkkPZq

Or :

BFi

BUj

“ ´ℓBpW 1pUi`1 ´ Uiq ´ W 1pUi ´ Ui´1qq
BUj

ˆV 2
ii

´1p ´ ℓW 1pUi`1 ´ Uiq ` ℓW 1pUi ´ Ui´1qq

d’où
B2H

BUiBUj

“ V 2pUiqpδi,j ´ BFi

BUj

q

Le facteur supplémentaire ne s’annulant pas, car on reste toujours dans les parties
strictement convexes ou concaves du potentiel, on conclut de la même façon que pour le
modèle de Holstein-Peierls, mais on n’obtient pas la positivité de l’opérateur dynamique
(il existe des états instables à ℓ “ 0, et on sait les prolonger continûment).
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IX Résultats numériques

Je voudrait présenter rapidement les calculs numériques qui ont été effectués au
début de la thèse pour caractériser les objets localisés (discommensurations effectives)
qui permettent de décrire le système de Frenkel & Kontorowa à grand couplage. Je vais
refaire certains calculs que j’ai déjà écrits, pour le cas commensurable, puisqu’on ap-
proche numériquement les états incommensurables par des solutions commensurables.
J’admets dans cette partie tous les résultats concernant les états fondamentaux, tels
qu’ils sont démontrés dans les autres annexes.

a Formules pour les cas commensurables

On construit un état de rapport commensurable R
S

en mettant S atomes dans R
puits, donc en imposant la condition :

Un`kS “ Un ` kRa, @k P Z (IX,1)

Les discommensurations sont les dn, liés aux bn qui apparaissent dans la décompo-
sition de la fonction enveloppe f , lorsqu’elle est totalement discontinue.

On a déjà montré qu’on peut définir la fonction enveloppe dans le cas commensu-
rable ; on écrit :

Un “ U0 `
ÿ

pl`qaďnl

bp

Il est inutile ici de définir une phase.

“ U0 `
S´1ÿ

p“0

bprpn´ pqR
S

´ r´pR
S

s`s`

Soit l’application :

σ: 0, . . . , S ´ 1 Ñ 0, . . . , S ´ 1

p ÞÑ R ˆ p modulo S

Elle est bijective, d’inverse :

σ´1: p ÞÑ R´1 ˆ p

où R´1 est l’inverse de R :
R´1 ˆ R “ 1 modulo S

On écrit alors :
nR “ ñS ` σpnq

et on fait le changement de variable

p1 “ σppq
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d’où, comme
řS´1

p“0 bp “ a :

Un “ U0 ` ña`
S´1ÿ

p1“0

bσ´1pp1qrσpnq ´ p1

S
´ r´p1

S
s`s`

“ U0 ` ña`
σpnqÿ

p“0

bσ´1ppq

Soit n, on cherche l’antécedent de Un sur la “courbe" :

Un modulo a “ fpnl modulo aq

D’après la formule précédente, son indice est donc :

σ´1pσpnq ´ 1q “ n´ R´1

ce que l’on aurait trouvé directement en cherchant R1 tel que le déphasage entre Un

et Un`R1 , (soit R1 fois le déphasage entre Un et Un`1), égale le déphasage élémentaire
quand on suit les états classés, d’après ce que j’ai écrit dans la partie II, par la phase
unique qui correspond à ϕ. D’où :

R1 ˆ R

S
“ ´ 1

S

le signe moins provenant de ce que l’on cherchait un antécédant.On a finalement

bn “ Un ´ Un´R´1

On peut utiliser directement cette formule, afin d’obtenir la discommensuration. Il
est intéressant de noter que, pour le nombre d’or, ζ “

?
5´1
2

(que l’on translate dans
s0, 1r ), on trouve :

r´1
n “ p´1qn`1sn´1

où rn{sn est la n° approximation diophantine.
L’idée est d’obtenir, numériquement, à ζ et ℓ fixés, les courbes des pbnqnPZ (ou des

pdnqnPZ) correspondant à des approximations successives rn{sn de ζ . En observant leurs
modifications, lorsque rn{sn Ñ ζ , d’après les hypothèses de continuité, on vérifie que
les effets commensurables sont devenus négligeables, et qu’on obtient bien l’allure de
la courbe incommensurable.

Ensuite, on peut faire évoluer ℓ, pour étudier la discommensuration en fonction du
couplage.

Ces courbes sont toutefois assez fines, et l’unique difficulté était d’obtenir les états
fondamentaux avec beaucoup de précision, et pour de grands nombres d’atomes (mille
ou au delà).

b Réalisation numérique

On s’est restreint au potentiel sinusoïdal. Les équations sont :

´ℓUn`1 ´ ℓUn´1 ` 2ℓUn ` sinpUnq “ 0
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avec la condition de périodicité (IX,1)

Un`kS “ Un ` kRa @k P Z

ce qui revient exactement à un système fini à S inconnues.
On a utilisé deux méthodes usuelles, qui sont toutes les deux des méthodes de

relaxation :
*Une méthode d’approximation linéaire :
Soit pUo

nqnPZ une position de départ, on suppose que l’erreur est petite : on cherche
pUnqnPZ sous la forme

pUo
n ` δnqnPZ avec δn ! 1

d’où, en linéarisant l’hamiltonien,

HpUnnPZq » HpUo
nnPZq `

ÿ

n

δn
BH
BUn

pUppPZq

doit être rendu minimum. Donc, on prend :

δn “ ´α BH
BUn

pUppPZq

puis, on optimise α.
On réitère ainsi le processus, dont la convergence est toujours sûre mais très lente.
**Une méthode d’approximation quadratique :
On développe cette fois-ci l’hamiltonien au second ordre :

HpUnnPZq » HpUo
nnPZq `

ÿ

n

δn
BH
BUn

pUppPZq `
ÿ

n,m

δnδm
B2H

BUnBUm

pUo
p pPZq

Soient :
~δ le vecteur pδnq1ďnďS, ~h le vecteur

´
BH
BUn

pUo
p pPZq

¯
1ďnďS

et

D la matrice

ˆ B2H

BUnBUm

pUo
p pPZq

˙

1ďnďS
1ďmďS

on a ici

D “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

2ℓ ` cospU1q ´ℓ 0 . . . 0 ´ℓ
´ℓ ´ℓ . . . 0

0 .
...

. . . . . . . . .
...

. 0

0 . . . ´ℓ ´ℓ
´ℓ 0 . . . 0 ´ℓ 2ℓ` cospUSq

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‚

et on cherche à minimiser :

HpUo
nnPZq ` ~δ~h` 1

2

ℓ

~δD~δ
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En admettant, ce qui, de toute façon, sera nécessaire, que D est inversible, comme
elle est symétrique, elle est diagonalisable, et, dans une base convenable, on cherche
donc à minimiser :

Sÿ

i“1

δihi ` 1

2
miδ

2
i “

Sÿ

i“1

mi

2
pδi ` hi

mi

q2 ´ 1

2

h2
i

mi

D’où :

δi “ ´ hi

mi

lorsque mi ą 0

Lorsque la matrice est positive, le problème est solvable et l’on prend

~δ “ ´D´1~h

Lorsque les Un sont tous dans la partie convexe des puits de potentiel, les cospUnq
sont positifs et la matrice est bien positive. Cependant, à grand couplage ℓ, le fonda-
mental ne vérifie pas lui-même cette condition et il y a de graves risques d’ennuis. Bien
sùr, pour le fondamental, la positivité de la matrice est assurée physiquement, mais,
elle peut être perdue dès que l’on s’en écarte un peu. Par contre, les atomes du fonda-
mental à petit couplage sont toujours situés au fond des puits et donc, à condition de
ne pas démarrer le processus avec un atome placé dans la partie concave du potentiel,
on est assuré de sa convergence.

Bien entendu, il ne s’agit pas d’inverser la matrice, mais de résoudre le système

D~δ “ ´~h

soit, pour 1 ď n ď S :

δnp2ℓ ` cospUk
nqq ´ ℓδn`1 ´ ℓδn´1 “ ℓUk

n`1 ` ℓUk
n´1 ´ 2ℓUk

n ´ sinpUk
nq

avec les conventions :

Uk
0 “ Uk

S ´ 2πS

Uk
S`1 “ Uk

1 ` 2πS

et de plus

δ0 “ δS

δ1 “ δS`1

On incrémente l’indice k à chaque étape, en posant :

Uk`1
n “ Uk

n ` δn, @n P 1, . . . , S

Cette méthode peut diverger très facilement. En effet, lorsque l’on regarde le compor-

tement de la suite

ˆ
δn`1

δn

˙
, on fait intervenir les matrices

ˆ
2 ` 1

ℓ
cospUnq ´1

´1 0

˙
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qui, étant de déterminant 1, ont toujours une valeur propre de norme supérieure à 1, et
dont le produit, appliqué à un certain vecteur, peut facilement diverger. On retrouve
le calcul des coefficients de Yapounov.

Pour entrer dans le détail des calculs, on cherche, à partir des équations initiales, à
réduire à deux variables inconnues. Si l’on pose

an “ 2ℓ ` cospUnq et

bn “ ℓUn`1 ` ℓUn´1 ´ 2ℓUn ` sinpUnq

on cherche le nouveau système de la forme :

xnδ0 ` ynδ1 ` znδn ` tnδn`1 “ en

Comme il y a un degré de liberté en trop, j’ai d’abord voulu poser

xn où yn “ 1

et alors les deux s’avèrent constantes. Mais le programme a toujours explosé.
Il a été plus adapté de poser zn “ 1. On trouve alors les récurrences :

xn`1 “ xn

an`1 ` tn
, yn`1 “ yn

an`1 ` tn
, tn`1 “ ´1

an`1 ` tn
et en`1 “ en ` bn`1

an`1 ` tn

Cette structure n’est pas explosive. Par une méthode strictement analogue, on ré-
duit les inconnues à une seule variable, puis, on résoud enfin grâce aux équations qu’on
a mémorisées. Dans la pratique, la précision était excellente. Ceci se démontre dans
l’hypothèse où

|an`1 ` tn| ą 1

On a, par exemple :

δptn`1q “ δp´ 1

xn
` tn

x2
n

` O
´ t2n
x3
n

¯
q

» δpxnq ` δptnq
ptn ` an`1q2

Comme le dénominateur est de norme ą 1, la croissance de l’erreur sera arithmétique
et non géométrique, donc bien controlée.

c Conclusion

On a finalement dosé de façon totalement pragmatique les deux méthodes. Le ré-
sultat consistait en une amélioration d’un facteur 106 par rapport aux précédents pro-
grammes. J’ai omis de précisé que l’on supposait que la symétrie du problème était
conservée pour le fondamental, pour gagner du temps, mais le programme marche sans
cela. On trouve un bipolaron de même forme que celui que j’ai déjà exposé dans le
texte principal (figure 12).
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Erratum

Une erreur dans l’argument mathématique, en fin de page 53, a été relevée quelques
jours avant la soutenance de la thèse. Il est facile de corriger la démonstration et les
résultats qui en découlent restent entièrement valables.

Je vais d’abord expliquer en quoi consiste cette erreur, puis présenter une nouvelle
démonstration, en précisant, finalement, les développements où elle intervient.

1 Description de l’erreur

C’est la démonstration de “F contractant” qui contient une erreur. Je rappelle
d’abord très sommairement le contexte dans lequel cela se situe.

a Rappel

Dans le texte, on utilise le théorème de point fixe pour connaître le comportement
des atomes (représentés par Un) quand le couplage ℓ devient suffisamment petit. Plus
précisément, les états stationnaires vérifient :

U “ F pUq

où U “ pUnqnPZ est le vecteur positions des atomes. La solution de cette équation sera
unique dès que le théorème du point fixe est applicable.

Pour appliquer le théorème du point fixe, on doit vérifier différentes conditions :
* On restreint U à un domaine fermé, stable par F (c’est-à-dire F pAq Ă A).
** F doit être contractant (c’est-à-dire ~F pUq ´ F pV q~ ă λ~U ´ V ~ où λ ă 1 et

~ ~ est la norme choisie pour le théorème).
*** De plus, on suppose que F est continu avec ℓ, de cette façon, les solutions U

seront également continues avec ℓ.

b Espace de Banach ‰ espace de Hilbert

Ayant maintenant situé l’erreur, je vais l’expliquer en détail :
La démonstration de “F contractant” est fausse car on a utilisé deux normes diffé-

rentes. En effet, toute l’étude de notre problème est faite dans un espace de Banach,
muni d’une norme |U | “ supn |Un|, et en particulier l’espace dans lequel on applique le
théorème du point fixe ici est bien muni de cette norme de Banach. Or, la condition
que l’on a utilisée page 53 est seulement valable lorsque l’on muni l’espace tUu d’une

norme hilbertienne |U | “
bř

n Un
2. Ces deux espaces sont physiquement différents

car, dans un espace de Hilbert, on suppose que la somme
ř
Un

2 est convergente, donc
que Un tend vers zéro en ´8 et `8. Par contre, dans l’espace de Banach, il n’existe
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pas de condition semblable, une norme usuelle étant |U | “ supn |Un| ; (par exemple, à
moins de procédures très peu naturelles, les états périodiques sont interdits de facto
par la première norme).

On a en effet : soient U “ pUnqnPZ, V “ pVnqnPZ deux suites quelconques, il existe
θ Ps0, 1r tel que

F pUq ´ F pV q “ ∇F pp1´θqU`θ V q.pU ´ V q . (e,1)

Si l’on considère l’espace de Hilbert, muni de la norme |U | “
bř

n Un
2, si l’on

définit ∇F pUq l’opérateur linéaire X ÞÑ ∇F pUq.X, muni de la norme d’opérateur
}O} “ supx

|OpXq
|X| , on trouve, d’après (e,1), que F est strictement contractant si et

seulement si la norme de ∇F pUq, en tant qu’opérateur linéaire X ÞÑ ∇F pUq.X,
est inférieure à 1, pour tout U . Et c’est aussi le calcul correspondant qui est développé
dans l’annexe VI page 98.

Par contre, si l’on considère l’espace de Banach, muni de la norme |U | “ supn |Un|,
l’équation (e,1) donne une condition nécessaire et suffisante

@U, @m,
ÿ

k

|p∇F qn,mpUq| ă 1 (e,2)

qui est très différente de la première. Nous allons maintenant montrer, pour ℓ suffi-
samment petit, que l’inégalité (e,2) est bien vérifiée. La démonstration correcte de “F
contractant” consiste donc à démontrer (e,2) pour ℓ petit.

2 Nouvelle démonstration de F contractant

Pour démontrer l’inégalité (e,2), nous allons séparer la somme
ř

n |p∇F qn,mpUq| en
deux termes, les termes proches de la diagonales (|n ´ m| ă ko) et les termes loin de
la diagonale : pour montrer que la contribution des premiers est petite, il suffira de
majorer chacun d’entre eux de façon uniforme, par une méthode très proche de celle
présentée à la page 98, et de sommer. Par contre, pour majorer la contribution des
seconds, nous allons démontrer qu’ils décroissent exponentiellement avec n ´ m| puis
faire la somme. Les deux sommes partielles tendront vers zéro quand ℓ tend vers zéro
et donc l’inégalité (e,2) sera démontrée quand ℓ est suffisamment petit. Nous allons
commencer par la majoration exponentielle.

a Décroissance exponentielle de p∇F qn,m avec |n´ m|

Nous allons démontrer que |p∇F qn,m| décroît comme |n´ m|´ 1
2 e´ξ|n´m| quand
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|n ´ m| Ñ 8. On a, d’après le texte,

p∇F qn,m “
ÿ

µ occ, µ1 vide

ψ̄µ
nψ

µ1

n ψ̄
µ1

mψ
µ
m

Eµ1 ´ Eµ
` c.c.

Nous allons procéder en trois étapes.
Dans un premier temps, on va écrire explicitement la somme

ř
µ occ, µ1 vide parř

µ,µ1 χpµ occ, µ1 videq où la fonction caractéristique χ est une fonction des deux va-
riables Eµ et Eµ1

représentée à la figure 20. Puis, on constate que, pour τ ` 2ℓ ă 1
4
,

χ est en fait une fonction de Eµ ´ Eµ1
, donc d’une seule variable. On définit alors

Θpxq “ χpxq{x3 (avec Θp0q “ 0).
Dans un second temps, on va décomposer Θ en la somme d’un polynôme Pk de

degré 2k et d’un reste Rk qui vérifie :

@x P R, |Rkpxq| ă e´ξk .

Puis, on démontera en dernier lieu que Pl donne une contribution rigoureusement
nulle pour q ą |n ´ m| et, en rassemblant ces trois étapes, on en déduira finalement
que |∇F |n,m décroît comme une exponentielle de |n ´ m|.

Je vais maintenant donner le détail de chacune de ces étapes.

α Introduction d’une fonction ΘpEµ ´ Eµ1q
On démontre, à partir de l’équation de Schrödinger, que

pEµ ´ Eµ1qψ̄µ1

n ψnµ “ ℓpψ̄µ1

n`1ψ
µ
n ´ ψ̄µ1

n ψ
µ
n`1 ` ψ̄

µ1

n´1ψ
µ
n ´ ψ̄µ1

n ψ
µ
n´1q

d’où p∇F qn,m peut se récrire encore 39

ÿ

µ,µ1

χpEµPr´1,´1`2ℓ`τ sqχpEµ1 Pr´2ℓ´τ,0sqℓ2 pψ̄µ1

n`1ψ
µ
n ´ ψ̄µ1

n ψ
µ
n`1 ` ψ̄

µ1

n´1ψ
µ
n ´ ψ̄µ1

n ψ
µ
n´1q

pEµ1 ´ Eµq3

ˆpψ̄µ
mψ

µ1

m`1 ´ ψ̄
µ
m`1ψ

µ1

m ` ψ̄µ
mψ

µ1

m´1 ´ ψ̄
µ
m´1ψ

µ1

mq ` c.c.

On va supposer 40 que 2ℓ ` τ ă 1
4
. De cette façon, on a :

χpEµPr´1,´1`2ℓ`τ sqχpEµ1 Pr´2ℓ´τ,0sq “ χpEµ ´ Eµ1 ą 1

2
qχpEµ ´ Eµ1 ą 0q

et en particulier, on a l’équivalence (voir figure 20) :

Emu P r´1,´1 ` 2ℓ ` τ s et Eµ1 P r´2ℓ´ τ, 0s ðñ Eµ ´ Eµ1 P r1 ´ 4ℓ ´ 2τ, 1s.

Donc, si l’on définit

Θpxq “ 1

x3
χpx ą 1

2
q

39. χpx P Aq étant la fonction caractéristique d’un ensemble A quelconque.
40. Tandis que la condition adoptée, pour une norme de Hilbert, est 2ℓ` τ ă 1

2
.
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zone Eµ1 ą Eµ interditeEµ1

1

1 ´ τ ´ 2ℓ

τ ` 2ℓ

0

0 τ ` 2ℓ 1 ´ τ ´ 2ℓ 1 Eµ

Eµ ´ Eµ1 ą 1 ´ 2τ ´ 4ℓ

Eµ ´ Eµ1 ą 1 ´ 2τ ´ 4ℓ

Figure 20 – Représentation de la fonction caractéristique χpµ occ, µ1 videq. Les carrés
pleins (gris ou noirs) représentent les zones physiquement autorisées dans l’espace
pEµ,Eµ1q. La première bissectrice sépare les états suivant le signe de Eµ ´ Eµ1

et
on ne gardera que les états Eµ ą Eµ1

(partie non hachurée). La fonction χ vaut donc
1 dans le carré inférieur droit (noir) et 0 dnas les deux demi-carrés noirs, et n’est pas
définie ailleurs. Quand l’inégalité τ ` 2ℓ ă 1

4
est respectée, la fonction χ est en fait

une fonction de Eµ ´ Eµ1
car le carré inférieur droit est entièrement sélectionné par

la condition Eµ ´ Eµ1 P r1 ´ 4ℓ ´ 2τ, 1s, tandis que les deux demi-carrés restants sont
sélectionnés par la condition Eµ ´ Eµ1 P r0, 4ℓ` 2τ s.

pour tout x P r0, 4ℓ`2τ sYr1´4ℓ´2τ, 1s et il n’est pas nécessaire de définir Θ ailleurs,
on obtient alors :

∇Fn,m “
ÿ

µ,µ1

EµąEµ1

ΘpEµ ´ Eµ1qℓ2pψ̄µ1

n`1ψ
µ
n ´ ψ̄µ1

n ψ
µ
n`1 ` ψ̄

µ1

n´1ψ
µ
n ´ ψ̄µ1

n ψ
µ
n´1q

ˆpψ̄µ
mψ

µ1

m`1 ´ ψ̄
µ
m`1ψ

µ1

m ` ψ̄µ
mψ

µ1

m´1 ´ ψ̄
µ
m´1ψmµ

1q ` c.c. (e,3)

Θ est représentée sur la figure 21.
La première étape est maintenant achevée, on va ensuite approximer Θ par un

polynôme Pk de degré 2k tel que

@x P R, |Θpxq ´ Pkpxq| ă κ?
k

e´ξk (e,4a)

où κ est ξ sont des constantes indéterminées.
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Figure 21 – Représentation de la fonction Θ. Elle est dessinée en trait plein sur le
domaine où elle est définit, ainsi que son prolongement en trait pointillé sur le domaine
s4ℓ` 2τ, 1 ´ 4ℓ ´ 2τ r (la condition (e,4a) ci-après n’est pas vérifiée sur ce domaine).

β Approximation polynômiale

On va choisir une approximation de Θ, sur son domaine de définition r0, 2τ ` 4ℓs Y
r1 ´ 2τ ´ 4ℓ, 1s, par un polynôme de degré 2k, k ě 1, que je noterai Pk :

Pkpxq “
şx

0
p4tp1 ´ tqqk`1

dt

x3
ş1

0
p4tp1 ´ tqqk`1

dt
.

On a
ş1

0
p4tp1 ´ tqqkdt “ pk!q24k

p2k`1q! „8
?
π

2
?
k
.

Soit donc Rk “ Θ ´ Pk le reste, montrons qu’il vérifie une inégalité du type (e,4a).
Soit Qkpxq “ x3Pkpxq, on a Qkp1 ´ xq “ 1 ´ Qkpxq, donc, soit x ą 1

2
, on a :

|Pkpxq ´ Θpxq| “ |Pkpxq ´ 1

x3
| “ p1 ´ x

x
q3|Pkp1 ´ xq|

ă |Pkp1 ´ xq| “ |Pkp1 ´ xq ´ Θp1 ´ xq|

donc il suffira de démontrer l’inégalité (e,4a) pour 0 ă x ă 4ℓ ` 2τ et elle sera alors
également vraie pour 1 ´ 2τ ´ 4ℓ ă x ă 1.

Supposons donc que x ă 2τ ` 4ℓ. On a, de façon immédiate,

@i P t1, ¨ ¨ ¨ , k ` 1u, Q
piq
k p0q “ 0

et

|Qpk`2q
k pxq|ď 4k`1pk ` 1q!ş1

0
p4tp1 ´ tqqk`1

dt
p1 ´ xqk`1

donc, d’après la formule de Taylor-Young appliquée à Qk,

|Pkpxq ´ Θpxqloomoon
“0

| “ 1

x3

Q
pk`2q
k pθxq
pk ` 2q! xk`2 ă p4xp1 ´ xqqk`1

pk ` 2qx2
ş1

0
p4tp1 ´ tqqkdt

avec 0 ă θ ă 1.
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Comme la fonction x ÞÑ xk´1p1 ´ xqk`1 admet un maximum en x “ k´1
2k

, pour k ą
1{p1 ´ 4τ ´ 8ℓq, on a 2τ ` 4ℓ ă k´1

2k
et alors

|Pkpxq ´ Θpxq| ă r4p2τ ` 4ℓqp1 ´ 2τ ´ 4ℓqsk`1

pk ` 2qp2τ ` 4ℓq2
ş1

0
p4tp1 ´ tqqkdt

(e,4b)

Donc, pour k ą 1{p1 ´ 4τ ´ 8ℓq, on a exactement obtenu une décomposition de Θ

en Pk ` Rk, où Pk est un polynôme et le reste Rk vérifie une inégalité du type (e,4b)
valable sur tout le domaine de définition de Θ comme annoncé, avec ξ “ ln r4p2τ ` 4ℓq
ˆp1 ´ 2τ ´ 4ℓqs.

La seconde étape est terminée, on va maintenant démontrer que la contribution
polynômiale est nulle, quand le degré est suffisamment grand.

γ Annulation exacte de la partie polynômiale de Θ

On va maintenant montrer que Pk donne une contribution rigoureusement nulle
dans p∇F qn,m, quand |n ´ m| ě 2k ` 3. Pour cela, on va utiliser un lemme :

Lemme : Pour tout polynôme P px, yq de degré 41 k, pour tout pp, q, p1, q1q vérifant
k ď |p ´ q| ´ 1 et k ď |p1 ´ q1| ´ 1, on a :

ÿ

µ,µ1

EµąEµ1

P pEµ, Eµ1qψ̄µ
pψ

µ1

p1 ψ̄
µ1

q1 ψ
µ
q ` c.c. “ 0

ce qui recouvre bien les différents facteurs du développement de (e,3).
Pour démontrer ce lemme, on va considérer le cas d’un monôme xrys et montrer

que
Pr,s,p,q,p1,q1 ”

ÿ

µ,µ1

EµąEµ1

pEµqrpEµ1qsψ̄µ
pψ

µ1

p1 ψ̄
µ1

q1 ψ
µ
q ` c.c.

est nul, par récurrence sur k tel que r ` s ` 1 ď k, |p ´ q| ě k et |r1 ´ q1| ě k.
Si k “ 1, on a r “ s “ 0, donc

Pr,s,p,q,p1,q1q “
ÿ

µ,µ1

EµąEµ1

ψ̄µ
pψ

µ1

p1 ψ̄
µ1

q1 ψ
µ
q ` c.c.

“ 1

2

ÿ

µ,µ1

ψ̄µ
pψ

µ1

p1 ψ̄
µ1

q1 ψ
µ
q ` c.c.

“ δp,qδp1,q1 .

Cette somme est nulle car |p ´ q| ě 1 et |p1 ´ q1| ě 1 ; le résultat est démontré pour
k “ 1.

Supposons le démontré jusqu’à k ě 1 donné et prouvons-le pour k ` 1. Soit
pr, s, p, q, p1, q1q tel que |p ´ q| ě k ` 1, |p1 ´ q1| ě k ` 1 et r ` s ` 1 ď k ` 1.

Si, dans un premier temps, on suppose de plus que r ` s ` 1 ď k, comme on a
également |p´ q| ě k et |p1 ´ q1| ě k, en appliquant le résultat à l’ordre k, on en déduit
que Pr,s,p,q,p1,q1 est nul et le résultat est démontré dans ce cas à l’ordre k ` 1.

41. Le degré d’un monôme xrys est simplement r` s. Si l’on considère P px´ yq comme dans notre
cas, on retrouve le degré du polynôme.
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On peut donc maintenant supposer que r` s` 1 “ k` 1. On peut, indifféremment,
admettre que r ‰ 0. On écrit alors, dans Pr,s,p,q,p1,q1, le terme Eµψ̄µ

p sous la forme
´ℓψ̄µ

p`1 ´ ℓψ̄
µ
p´1 ` Upψ̄

µ
p . On a alors

Pr,s,p,q,p1,q1 “ ´ℓPr´1,s,p`1,q,p1,q1 ´ ℓPr´1,s,p´1,q,p1,q1 ` UpPr´1,s,p,q,p1,q1.

Dans les deux premiers termes de droite, les hypothèses à l’ordre k sont maintenant
vérifiées : on a pr´ 1q ` s` 1 ď k et |pp˘ 1q ´ q| ě |p´ q| ´ 1 ě k. Le troisième terme
vérifie ces conditions à fortiori (on retrouve le cas r ` s ` 1 ě k). Donc, ils sont tous
nuls et la propriété est démontrée à l’ordre k ` 1.

Donc, la récurrence est établie et le lemme est bien démontré.
Pour l’appliquer ici, il suffit de remarquer que le polynôme Pk est de degré 2k et

on a |p ´ q| et |p1 ´ q1| ě |n ´ m| ´ 2, donc, pour |n ´ m| ě 2k ` 3, on a |p ´ q| et
|p1 ´ q1| ě 2k ` 1 et d’après le lemme,

ÿ

µ,µ1

EµąEµ1

PkpEµ, Eµ1qψ̄µ
pψ

µ1

p1 ψ̄
µ1

q1 ψ
µ
q ` c.c. “ 0

donc la substitution de Pk à Θ donne exactement zéro. La troisième étape a bien été
achevée ; on peut donc, pour tout k ě 1 et |n´ m| ě 2k ` 3, remplacer Θ par le reste
Rk et on va en déduire exactement la majoration exponentielle de p∇F qn,m annoncée.

δ Majoration finale de p∇F qn,m
On va maintenant établir une majoration exponentielle de p∇F qn,m quand |n´m|

est suffisamment grand, en utilisant les différents résultats intermédiaires qui précèdent.
Soit k ą 1{p1 ´ 4τ ´ 8ℓq, soit pn,mq tels que |n´m| ě 2k` 3. On a l’égalité (e,3) :

∇Fn,m “
ÿ

µ,µ1

EµąEµ1

ΘpEµ ´ Eµ1qℓ2pψ̄µ1

n`1ψ
µ
n ´ ψ̄µ1

n ψ
µ
n`1 ` ψ̄

µ1

n´1ψ
µ
n ´ ψ̄µ1

n ψ
µ
n´1q

ˆpψ̄µ
mψ

µ1

m`1 ´ ψ̄
µ
m`1ψ

µ1

m ` ψ̄µ
mψ

µ1

m´1 ´ ψ̄
µ
m´1ψ

µ1

mq ` c.c.

D’après la seconde étape, on a Θ “ Pk ` Rk. Comme pn,mq vérifie les conditions
de la troisième étape, on peut éliminer le terme polynômial. Comme on a choisi k ą
1{p1 ´ 4τ ´ 8ℓq, l’inégalité (e,4b) est vérifiée et on écrit finalement

|∇F |n,m “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ÿ

µ,µ1

EµąEµ1

RkpEµ ´ Eµ1qℓ2pψ̄µ1

n`1 ¨ ¨ ¨ψµ1

mq ` c.c .

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ď p4p2τ ` 4ℓqp1 ´ 2τ ´ 4ℓqqk`1

pk ` 2qp2τ ` 4ℓq2
ş1

0
p4tp1 ´ tqqkdt

ℓ2
ˇ̌
ˇpψ̄µ1

n`1 ¨ ¨ ¨ψµ1

mq ` c.c.
ˇ̌
ˇ

ď 64ℓ2 p4p2τ ` 4ℓqp1 ´ 2τ ´ 4ℓqqk`1

?
k ` 2p2τ ` 4ℓq2

(e,5)

où j’ai appliqué l’inégalité de Cauchy-Schwartz et l’égalité
ř

µ |ψµ
n|2 “ 1 pour majorer

la dernière somme, et j’ai utilisé pk ` 2q
ş1

0
p4tp1 ´ tqqkdt ą 1

2

?
k ` 2.

L’inégalité (e,5) est exactement du type annoncé. De cette façon, on pourra conve-
nablement majorer les termes |n ´ m| ě 2k ` 3 dans (e,2). Il ne manque plus que
d’obtenir une majoration uniforme pour la somme partielle |n´ m| ă 2k ` 3 de (e,2).
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2 Majoration uniforme de p∇F qn,m
Pour les termes proches de la diagonale, on va utiliser une majoration uniforme de

p∇F qn,m, qui est plus simple à établir. Pour un couple pn,mq ne vérifiant pas l’inégalité
|n´ m| ą 2k ` 3, on va écrire p∇F qn,m sous la forme

p∇F qn,m “
ÿ

µ occ,µ1 vide

ℓ2

pEµ ´ Eµ1q3
pψ̄µ1

n`1ψ
µ
n ´ ψ̄µ1

n ψ
µ
n`1 ` ψ̄

µ1

n´1ψ
µ
n ´ ψ̄µ1

n ψ
µ
n´1q

ˆpψ̄µ
mψ

µ1

m`1 ´ ψ̄
µ
m`1ψ

µ1

m ` ψ̄µ
mψ

µ1

m´1 ´ ψ̄
µ
m´1ψ

µ1

mq ` c.c.

et on majore directement 1{pEµ ´ Eµ1q par 1{p1 ´ 2τ ´ 4ℓq. Alors

p∇F qn,m ă 32ℓ2

p1 ´ 2τ ´ 4ℓq3
(e,6)

et on utilisera cette inégalité pour majorer les termes |n´ m| ă 2k ` 3 dans (e,2).

c Démonstration de l’inégalité (e,2)

Grâce aux deux majorations établies précédemment, on va pouvoir démontrer l’in-
égalité (e,2) et, ce faisant, que l’opérateur F est bien contractant, quand ℓ est suffi-
samment petit.

Fixons m P Z. Notons 42 ko “ r1{p1 ´ 4τ ´ 8ℓqs´. On a, d’après (e,5), en remplaçant
dans le dénominateur

?
k ` 2 par 2,

8ÿ

n“m`2ko`3

p∇F qn,m ď 2

8ÿ

k“ko

32ℓ2 ηk`1

p2τ ` 4ℓq2

où j’ai posé η “ p4p2τ ` 4ℓqp1 ´ 2τ ´ 4ℓqq

“ 64ℓ2ηko`1

p2τ ` 4ℓq2p1 ´ ηq

“ 64ℓ2ηko`1

p2τ ` 4ℓq2p1 ´ 4τ ´ 8ℓq2

et de même pour
řm´2ko´3

´8 p∇F qn,m. Et, enfin, on écrit, d’après (e,6),

m`2ko`2ÿ

n“m´2ko´2

p∇F qn,m ď p4ko ` 5q 32ℓ2

p1 ´ 2τ ´ 4ℓq3

et par définition de ko ď
ˆ

4

1 ´ 4τ ´ 8ℓ
` 9

˙
32ℓ2

p1 ´ 2τ ´ 4ℓq3

D’où, en rassemblant les sommes partielles, on trouve

8ÿ

n“´8
p∇F qn,m ă 32ℓ2

p1 ´ 4τ ´ 8ℓq2p1 ´ 2τ ´ 4ℓq3
ˆ

´
4p4τ ` 8ℓqko´1p1 ´ 4τ ´ 8ℓqko`1p1 ´ 2τ ´ 4ℓq3 ` 4p1 ´ 4τ ´ 8ℓq ` 9p1 ´ 4τ ´ 8ℓq2

¯

42. rxs´ est le plus petit entier supérieur à x, d’après les notations du texte.
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Figure 22 – Représentation de la courbe τ ÞÑ ℓpτq exacte obtenue par calcul nu-
mérique. Le maximum vaut

✟
✟✟0,44 0,036, et il est atteint pour τ „ 1,5 10´3. Il est

remarquable que la courbe s’annule exactement pour τ “ 1{4, ce qui est le maximum
théorique par cette méthode, tandis que la courbe obtenue dans le texte s’annule pour
τ » 0,3, qui est certes plus grand, mais bien inférieur au maximum théorique autorisé
pour la “méthode hilbertienne” (qui vaut 1{2).

où tous les facteurs en puissance sont inférieurs à 1.
Il est possible de trouver ℓ suffisamment petit, tel que ce facteur soit inférieur à 1.

Si l’on définit de nouveau la fonction τ ÞÑ ℓpτq, qui est le plus grand ℓ autorisé pour un
τ donné, en prenant également en compte les conditions de stabilité de Aτ , on trouve
une valeur maximale ℓ »

✟
✟✟0,44 0,036, pour une valeur de τ „ 1,5 10´3, ce qui correspond

à des configurations extrêmement proches de la configuration où tous les sites sont, soit
vides, soit occupés (voir la courbe 22).

3 Conséquences et applications

On a maintenant bien établi toutes les conditions nécessaires pour l’application du
théorème du point fixe. En découlent toutes les propriétés sur le chaos structurel (va-
riable aléatoire) et la défectibilité du système (existence de défauts localisés et fixes à
température nulle) qui ont été développées dans le mémoire ; en particulier, les proprié-
tés de localisation, qui sont plus faciles à établir par la méthode que j’ai développée. On
pourrait démontrer que les corrélations à deux particules atomiques ou plus, ou entre les
défauts, décroissent exponentiellement, en généralisant la formule p∇F qn,m „ e´ξ|n´m|

aux différentes matrices de corrélation. ξ est donc bien une longueur de corrélation.
Il est aussi possible de remplacer la variable ℓ par un champ ℓn et, par un calcul

toujours analogue, on montrerait que :

Bln
BUm

„ e´ξ|n´m|.

Ceci a des conséquences remarquables : si l’on annule deux éléments ℓn1
et ℓn2

, on
ne perturbe pas le système à l’extérieur de tn1, ¨ ¨ ¨ , n2u et ce segment est entièrement
isolé (par les équations de stationnarité). On peut par exemple changer entièrement
la densité électronique ou le couplage électron-phonon dans ce segment. Et ceci se
généralise sans difficulté à toute dimension pour une partie quelconque finie du système.
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Enfin, pour compléter cette correction, il faut remarquer que la contraction de l’opé-
rateur ∇F a été démontrée pour deux normes différentes, l’une correspondant à une
structure hilbertienne, et l’autre à un espace de Banach, qui est sa complétude. La
norme de Banach doit être utilisée pour tous les résultats qui concernent des variations
finies, comme typiquement la défectibilité. Par contre, il faut bien travailler avec une
norme de Hilbert pour tous les résultats concernant des variations infinitésimales, es-
sentiellement l’existence d’une bande interdite dans le spectre de phonon. En effet, on
étudie alors le spectre hilbertien de l’opérateur dynamique D. Pour le cas de Frenkel
& Kontorowa, il est indifférent de travailler avec une norme ou l’autre car on majore
le coefficient de contraction de l’opérateur F de la même façon pour les deux ; (je n’ai
fait le calcul qu’avec une norme de Banach mais on trouvera un calcul exact utilisant
la norme hilbertienne à la référence [27]).
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Mots clés :
incommensurabilité ; dégénérescence de phase ; structure aléatoire et discrète ; chaos,
limite anti-intégrable ; frustration ; couplage électron-phonon ; défectibilité.

Résumé :

Les phases incommensurables sont des systèmes soumis à une compétition entre
deux interactions incompatibles, dont les longueurs caractéristiques respectives sont
de rapport irrationnel. L’espace des états fondamentaux de tels systèmes est dégénéré
selon une phase continue. Le système est indéfectible à petit couplage et défectible
à grand couplage : dans ce cas, on entre dans un régime anti-intégrable. Nous nous
sommes plus particulièrement attaché à démontrer, de façon exacte et analytique, que
les états à grand couplage sont entièrement caractérisés par une variable discrète et
aléatoire, pour deux modèles simples, le modèle de Frenkel & Kontorowa, qui décrit
une chaîne d’atomes classiques soumis à une interaction élastique et un potentiel pé-
riodique, et le modèle d’Holstein-Peierls, qui décrit des électrons quantiques placés sur
un réseau classique d’atomes et soumis à une interaction plus-proche-voisin et à un
couplage électron-phonon. Ce travail se présente sous deux axes : une analyse appro-
fondie des états fondamentaux et une méthode par perturbation à grand couplage qui
utilise le théorème du point fixe. Cette méthode originale est extensible à de nom-
breux autres modèles. Cette étude constitue un travail préparatoire à l’analyse des
systèmes d’Holstein-Peierls avec des atomes quantiques, pour lesquels on espère mettre
en évidence un état supraconducteur qui remplace l’état indéfectible.
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